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1 はじめに

2 ４元数斜体

2.1 定義

G ≡ {1, i, j, k,−1,−i,−j,−k}を以下を満たす有限群とする。
1 i j k -1 -i -j -k

1 1 i j k -1 -i -j -k

i i -1 k -j -i 1 -k j

j j -k -1 i -j k 1 -i

k k j -i -1 -k -j i 1

-1 -1 -i -j -k 1 i j k

-i -i 1 -k j i -1 k -j

-j -j k 1 -i j -k -1 i

-k -k -j i 1 k j -i -1

M ≡ {x|x = xR + xIi+ xJj + xKk, xR ∈ R, xI ∈ R, xJ ∈ R, xK ∈ R} (2.1.1)

は、

x = xR + xIi+ xJj + xKk, y = yR + yIi+ yJj + yKk (2.1.2)

と置いて、加法を次の様に定義し、

x+ y ≡ (xR + yR) + (xI + yI)i+ (xJ + yJ)j + (xK + yK)k (2.1.3)
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乗法を次の様に定義すると、

x ∗ y ≡ (xRyR − xIyI − xJyJ − xkyK)

+ (xRyI + xIyR + xJyK − xkyJ)i

+ (xRyJ + xJyR + xKyI − xIyK)j

+ (xRyK + xKyR + xIyJ − xJyI)k

(2.1.4)

以下が成立する。
・加法が閉じている。

∀x, y ∈ M,x+ y ∈ M (2.1.5)

・加法の結合律が成り立つ。

∀x, y, z ∈ M, (x+ y) + z = x+ (y + z) (2.1.6)

・加法の単位元が存在する。

∀x ∈ M, ∃0 ∈ M,x+ 0 = 0 + x = x (2.1.7)

・加法の逆元が存在する。

∀x ∈ M, ∃y ∈ M,x+ y = y + x = 0 (2.1.8)

・加法の可換律が成り立つ。

∀x, y ∈ M,x+ y = y + x (2.1.9)

・乗法が閉じている。

∀x, y ∈ M,x ∗ y ∈ M (2.1.10)

・乗法の結合律が成り立つ。

∀x, y, z ∈ M, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (2.1.11)

・乗法の単位元が存在する。

∀x ∈ M, ∃1 ∈ M,x ∗ 1 = 1 ∗ x = x (2.1.12)

・乗法の逆元が存在する。

∀x ∈ M − {0}, ∃y ∈ M,x ∗ y = y ∗ x = 1 (2.1.13)

・乗法の可逆元の集合である。

{x|∃y ∈ M,x ∗ y = y ∗ x = 1} = M − {0} (2.1.14)

・加法の可換律が成り立たない。(乗法に関して可換群 (アーベル群)でない。)

∃x, y ∈ M,x ∗ y ̸= y ∗ x (2.1.15)

M は斜体を成す。この斜体を「4元数斜体」と呼ぶことにし、M で表す。
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2.2 ノルム

M の要素 xが、x = xR + xIi+ xJj + xKkと表されるとき、

|x| ≡
√
xR

2 + xI
2 ++xJ

2 + xK
2 (2.2.1)

と定義すると、以下が成立する。
・長さは 0以上である。

|x| ≥ 0 (2.2.2)

・長さが 0であることと加法の単位元 0であることは同値である。

|x| = 0 ⇔ x = 0 (2.2.3)

・積の長さは、長さの積に等しい。

|x ∗ y| = |x||y| (2.2.4)

・和の長さは、長さの和以上である。

|x+ y| ≥ |x|+ |y| (2.2.5)

|x|を 4元数斜体の要素 xのノルムと呼ぶことにする。

2.3 加法の逆元

x = xR + xIi+ xJj + xKkの加法の逆元は、
−x = −xR − xIi− xJj − xKkで表される。

2.4 乗法の逆元

x = xR + xIi+ xJj + xKkの乗法の逆元は、
x−1 = xR

|x|2 −
xI

|x|2 i−
xJ

|x|2 j −
xK

|x|2kで表される。

2.5 交換子積

[x, y] ≡ x ∗ y − y ∗ x (2.5.1)

と定義し、これを 4元数斜体の 2つの要素の交換子積と呼ぶことにする。

[x, y] = 2(xjyK − xKyI)i+ 2(xKyI − xIyJ)j + 2(xIyJ − xJyK)k (2.5.2)

が成立する。
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3 4元数斜体上の関数の微分

3.1 微分の定義

x = xR + xIi+ xJj + xKk、f(x) = fR(x) + fI(x)i+ fJ(x)j + fK(x)kとするとき、関
数 f(x)の xによる微分を次式で定義する。

df

dx
≡ lim

h→0
{f(x+ h)− f(x)}1

h
(3.1.1)

一般に、この微分値は hをどの方向から 0に近づけるかによって値が異なり、導関数
df(x)
dx
は連続にならない。

3.2 4元数コーシー・リーマンの関係式

導関数 df(x)
dx
が連続となる条件を求めてみる。hを実数とする。

df

dx
≡ lim

h→0
{f(xR + h, xI , xJ , xK)− f(xR, xI , xJ , xK)}

1

h

=
∂fR
∂xR

+
∂fI
∂xR

i+
∂fJ
∂xR

j +
∂fK
∂xR

k
(3.2.1a)

df

dx
≡ lim

h→0
{f(xR, xI + h, xJ , xK)− f(xR, xI , xJ , xK)}

1

hi

= −∂fR
∂xI

+
∂fI
∂xI

i+
∂fJ
∂xI

j − ∂fK
∂xI

k
(3.2.1b)

df

dx
≡ lim

h→0
{f(xR, xI , xJ + h, xK)− f(xR, xI , xJ , xK)}

1

hj

= −∂fR
∂xJ

− ∂fI
∂xJ

i+
∂fJ
∂xJ

j +
∂fK
∂xJ

k

(3.2.1c)

df

dx
≡ lim

h→0
{f(xR, xI , xJ , xK + h)− f(xR, xI , xJ , xK)}

1

hk

= − ∂fR
∂xK

+
∂fI
∂xK

i− ∂fJ
∂xK

j +
∂fK
∂xK

k
(3.2.1d)

導関数 df(x)
dx
が連続である為の必要十分条件は、次の関係式を満たすことと分る。

∂fR
∂xR

=
∂fI
∂xI

=
∂fJ
∂xJ

=
∂fK
∂xK

(3.2.2a)

∂fI
∂xR

= −∂fR
∂xI

=
∂fK
∂xJ

= − ∂fJ
∂xK

(3.2.2b)

∂fJ
∂xR

= −∂fK
∂xI

= −∂fR
∂xJ

=
∂fI
∂xK

(3.2.2c)
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∂fK
∂xR

=
∂fJ
∂xI

= − ∂fI
∂xJ

= − ∂fR
∂xK

(3.2.2d)

これらの式を、4元数コーシー・リーマンの関係式、または、正則条件と呼ぶことに
する。4元数斜体上の関数が、ある定義域で正則条件を満たすとき、その関数はその領
域で正則であると呼ぶことにする。4元数斜体上の全ての領域で特異点を除いて正則な
関数を正則関数と呼ぶことにする。

3.3 正則関数の和は正則関数か？

3.4 正則関数の積は正則関数か？

3.5 正則関数の合成関数は正則関数か？

3.6 正則関数の逆関数は正則関数か？

3.7 正則関数の例

3.7.1 xのべき乗

3.7.2 指数関数、三角関数

3.7.3 対数関数、逆三角関数

3.8 偏微分の交換

∂2f(x, y)

∂x∂y
− ∂2f(x, y)

∂y∂x
=？？？ (3.8.1)

4 4元数関数の積分

4.1 閉じた3次元超平面上の定積分

∮
S

f(x)dS ≡
∫
C1

∫
C2

∫
C3

f(x)dx1dx2dx3 (4.1.1)

4.2 4元数コーシーの積分定理

f(x)が正則関数で、閉じた 3次元超平面 Sの内部に特異点を持たない場合、以下の積
分定理が成り立つ？？？∮

S

f(x)dS = 0 (4.2.1)
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4.3 4元数コーシーの積分表示

f(x)が正則関数で、閉じた 3次元超平面 Sの内部に特異点を持たない場合、以下の積
分定理が成り立つ。∮

S

f(x)

(x− a)n
dS =？？？ (4.3.1)

5 4元数留数定理

6 4元数リーマン超平面

7 終わりに
謝辞
付録
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