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1 予備知識

1.1 はじめに

複素多様体論は、難しいと言われる。　実際、複素多様体論は実に広範な

知識を必要とする。　可微分多様体論、多変数関数論、微分幾何学、偏微分

方程式論、関数解析学、代数幾何学など全てを勉強しようとすると気が遠く

なりそうに思う人も多いであろう。

しかしながら、実は大半の部分は初等的であり、それ程広範な知識は必要

としない。基本的には複素多様体から得られる、有限次元ベクトル空間に、

複素多様体の性質を投影させることで大半の定理が得られているのである。

つまり、コホモロジー群という多くの学生にとって苦手な対象さえ、自由

に使いこなせれば、大半の理論は理解可能である。

邪魔なコホモロジーを消したりするには、∂̄方程式を解くことになるが、こ

れも、線形代数における連立方程式を無限次元に素直に一般化したものに過

ぎない。例えばラプラス作用素が自己随伴であるということは、行列がエル

ミートであることと同じで、無限次元という鎧を着けているために立派な理

論に見えているだけである。

近年の複素解析幾何学の発展により、複素多様体論の性質は、多重劣調和

関数の理論や正則領域の理論に見られる凸性に多くの事柄が帰着することを

指し示しているように見える。

「全ての道はローマに通ず」ではなく、全ての道は擬凸性に通じるのであ

る。実際、多変数関数論の研究は擬凸性の研究から始まったのであって、岡

潔のレビ問題の解決 (1954)などを見ても、表立ってコホモロジーの概念を使

わずに議論がなされて来た。

この頃は、積分公式により実質的に ∂̄ 方程式を解いていたので、関数解析

的な手法も使われていなかった。　

それと同じ頃、調和積分論を複素多様体上に一般化する試みが小平邦彦に

より進められ、調和積分論の整備が始められた。　特に、小平の消滅定理が

証明され、代数多様体の特徴付けがなされたのは画期的な事件であった。

その後、これら２つの手法は、岡潔の発見した層の理論を通じて１つの物

になり、やがてGrothendiekによるスキーム論による代数幾何学の基礎付け

が行なわれ、特に特異点を持つ代数多様体やさらには有限体上の代数多様体

の研究などが強力に推し進められた。

また、モジュライの理論も、Mumford、Griffithなどにより幾何学的不変

式論や、周期積分の観点から盛んに研究された。

しかしながら、その一方でヘルマンダーにより、小平理論の関数解析的な、

非コンパクト多様体への拡張が行なわれ、著しい応用が見付けられた。　つ

まり、Grothendiek流の抽象論とは別の、謂わば量的な方法の進歩により、理

論はより深化して行った。　
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これらの古典的な歴史を見て思うのは、物事を１つの側面からだけ見てい

たのでは駄目だということである。　物事にはいろいろな側面があり、それ

らを総合しないと全体像は把握できない。　特に代数多様体の世界のように

複雑な世界を探求するにはなお更である。

というような訳で、盛り沢山の内容を如何に分かり易く読者に伝えるか、

著者なりに気を使った。　是非通読して、複素幾何学の基礎を固めて欲しい。

1.2 全微分

n個の実数の組の全体を Rn で表す。Rn の点を p = (p1, . . . , pn)のように

表す。1 5 i 5 nに対して

xi : Rn −→ R

を p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn に対して

xi(p) := pi

で表す。xi(1 5 i 5 n)は Rn 上の連続関数である。U を Rn の開集合、　

f : U −→ R を連続関数とする。f が p ∈ U で全微分可能であるとは

f(p+ q) = f(p) +

nX
i=1

Aiqi +O(| q |)

となる Ai ∈ R(1 5 i 5 n)が存在することをいう。全微分可能であるという

のは、pの近傍で（２次の無限小を法として）1次写像で近似できるというこ

とである。すなわち、pの近くを拡大してみると f の振る舞いは１次写像

f(p) +

nX
i=1

Aiqi

のように見える訳である。

∂f

∂xi
(p) = lim

qi→0
1

qi
(f(p1, . . . , pi−1, pi + qi, pi+1, . . . , pn)− f(p))

であるから

Ai =
∂f

∂xi
(p)

が成り立つ。　偏微分可能であることと全微分可能であることは異なること

に注意しよう。

1.3 微分写像

U を Rn の開集合とする。

ϕ : U −→ Rm
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を連続写像とする。ϕ は Rm の標準座標を用いて ϕ =t (ϕ1, . . . ,ϕm) と m

個の U 上の関数の組として表すことができる。ϕ が Cr-級であるとは、各

ϕi(1 5 i 5 n)が Cr-級であることをいう。ϕが C1-級であれば

Jϕ :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂ϕ1
∂x1

· · · ∂ϕ1∂xn
∂ϕ2
∂x1

· · · ∂ϕ2∂xn

· · · · ·
∂ϕm
∂x1

· · · ∂ϕm∂xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
をヤコビ行列 (Jacobian matrix)と呼ぶ。detJϕをヤコビ行列式 (Jacobian

determinant)と呼ぶ。

ヤコビ行列は、ϕを一点において　線形近似したものに他ならない。この

ように微分とは線形近似のことである。

1.4 逆関数定理、陰関数定理

定理 1.1 （逆関数定理）U を Rn の領域とする。　 ϕ : U −→ Rn を Cr-写

像とする。 p0 ∈ U で (det Jϕ)(p0) 6= 0ならば、p0 の近傍 U と ϕ(p0)の近傍

V が存在して、ϕ |U : U −→ Rn は U から V への Cr-同相写像を与える。

逆写像定理の言っていることは、線形近似が逆を持つなら、写像自体が局

所的に可微分な逆をもつということである。

定理 1.2 （陰関数定理）U をRn の領域とする。m < nとし、ϕ : U −→ Rm

を Cr-写像とする。 p0 ∈ U ,q0 := ϕ(p0)とおく。今 det ∂(ϕ1,··· ,ϕm)∂(x1,···xm) (p0) 6= 0
とすると、(xm+1(p0), . . . xn(p0))の近傍W と

ψ :W −→ Rm

が存在して

ψ(xm+1(p0), · · · , xn(p0)) = (x1(p0), . . . , xm(p0))

ϕ(ψ(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn) = q0

となる Cr 級写像 ψ :W −→ Rm が存在する。　

陰関数定理の意味は、ヤコビ行列 (写像の線形近似）が極大階数なら局所

的には射影と思えるということである。

逆関数定理、陰関数定理ともその線形版を考えると理解しやすい。

ϕ : Rn −→ Rn
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を線形写像とする。このとき A ∈Mn(R)が存在して

ϕ(x) = A · x

と書ける。このとき ϕのヤコビアンは

Jϕ = A

で与えられ、detJϕ = detA 6= 0の仮定から、Aは逆行列を持つ。すなわち

ヤコビ行列が 0にならないというのは逆行列が存在することに対応している

のである。

次に陰関数定理の線形版を考えてみよう。

ϕ : Rn −→ Rm

を線形写像とする。　このとき、A ∈Mm,n(R)が存在して

ϕ(x) = A · x

と書ける。　このときも Jϕ = Aである。　さて陰関数定理の条件は、Aの

初の n列を取った小行列 Bの行列式が 0でないことを意味している。この

とき

A = (B | C), x =
Ã
x0

x00

!
(x0 ∈ Rm, x00 ∈ Rn−m)

と書くことにすると、方程式

Ax = q0

は

Bx0 + Cx00 = q0

の様に書け、detB 6= 0から

x0 = B−1(q0 − Cx00)

と解ける。　このように、x0 は x00 の一次写像で表される。　逆関数定理、陰

関数定理とも、微分可能写像は、局所的には一次写像でいくらでも近似でき

ることから証明できる。

陰関数定理の意味を考えよう。　射影

π : Rn −→ Rn−m

を

π(x1, · · · , xn) = (xm+1, · · · , xn)
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で定める。　このとき

π |ϕ−1(q0);ϕ−1(q0) −→ Rn−m

が π−1(W ) ∩ ϕ−1(q0)でW への位相同型を与え、さらに π−1(W ) ∩ ϕ−1(q0)
がW からの写像 ψ : W −→ Rm のグラフとなっているということを主張し

ている。

例 1.3

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

f(x, y) = x2 + y2 − 1

とおく。

df = (2x.2y)

で U1 = {(x, y) ∈ S1 | x 6= 0}, U2 = {(x, y) ∈ S1 | y 6= 0} とおく U1 上

で ∂f/∂x = 2x 6= 0で x = ±
p
1− y2 と xは y の C∞ 関数として表される

(x 6= 0⇔ y 6= ±1)、また U2 上では y = ±
√
1− x2 と xの C∞関数として表

される。

1.5 多様体とは何か

Rn の領域 Dを考えよう。Rn の標準座標を (x1, . . . , xn)とすると D上の

点はこの座標によって、n個の実数の組と同一視される。　即ちD上の点の

位置を n個の実数の組で表すことができるわけである。D上の関数に対して

微分が定義されD上の C∞-関数が定義される。これによってD上の関数の

微分積分の理論が展開された。

このように座標が一つ固定されると微分積分の理論が展開できる。さて座

標の概念が定義できるのは Rn のように平らに広がった空間だけであろうか。

　

そこで地球儀の表面を考えてみよう。　このような世界では一枚の地図で

全体を表すのはあまり得策ではない。　５万分の１の地図のように地図を何

枚も使って位置を表すのが得策であろう。　例えば、東京を移動するのには

東京都の地図があれば都合がよいであろう。このように平らな世界の貼り合

わせとして地球儀を考えることができる。一つの地図の上では縦横に座標を

入れると二つの実数の組で、どの地点も正確に表すことができる。　しかし

このように何枚もの地図で表すとなると、同じ地点が何枚もの地図に同時に

登場することがあるだろう。　つまり、同じ地点をどの地図で見るかによっ

て、その地点を表す実数の組も違ってくるわけである。　そこで、地図が表
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す範囲が重なる場合には、座標の読み替え= 座標変換が生ずる。このように

何枚かの地図を貼り合わせて得られる空間を多様体という。多様体は局所的

に平らな空間つまり局所的には地図（Rn の領域）と同一視される空間と言う

こともできる。数学で扱う空間の大部分はこの多様体である。　球面、ドー

ナツ面などは多様体の典型例である。　こういった空間は１点の近くを拡大

してゆくと平らに見えてくる。　即ち、局所的には平らな空間である。

我々が住む地球の表面も球面であることを考えれば分かるように、数学で

扱う空間は Rn の領域だけではない。従って、微分積分もより広い空間で展

開しておく必要があるわけである。

1.6 位相多様体

多様体とは局所的にはユークリッド空間 Rn または Cn の開部分集合と同

相な位相空間を言う。　

定義 1.4 （位相多様体）X をハウスドルフ位相空間とする。X が n次元位

相多様体であるとは、X の各点 xの近傍 Ux と Rn の開部分集合への位相同

型写像

ϕ : Ux −→ ϕx(Ux) ⊂ Rn.

が存在することである。nをX の次元といい、dimX で表す。

例 1.5 Sn を Rn+1 の単位球面、

Sn = {x ∈ Rn+1 |k x k= 1}

とする。　ここで x := (x1, · · · , xn)に対して k x k=
pPn

i=1 x
2
i である。　

このとき Sn は Rn+1 からの誘導位相に関して位相多様体である。

証明　 U+ = {x ∈ Sn | xn+1 > −1}, U− = {x ∈ Sn | xn+1 < 1}とおく。こ

のとき Sn = U+ ∪ U− である。

ϕ± : U± −→ Rn

を

ϕ+(x) = (
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1
)

ϕ−(x) = (
x1

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1
)

で定めると位相同型である。以上から Sn は位相多様体である。　 ¤
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X を n次元位相多様体とし U をその開部分集合とする。U から Rn への中

への位相同型写像

ϕ : U −→ Rn

を U 上の座標 (coordinate)という。　 ϕ = (x1, · · · , xn)と書いた時、各

xi(1 5 i 5 n)を座標関数という。U と ϕの組 (U,ϕ)を　座標近傍という。

位相多様体の定義から、位相多様体Xに対して座標近傍の族 {(Uλ,ϕλ)}λ∈Λ
が存在して ∪λ∈ΛUλ = X となる。{(Uλ,ϕλ)}λ∈Λ をX の座標近傍系と呼ぶ。

1.7 可微分多様体

可微分多様体とは、座標変換が可微分関数となるような多様体のことである。

定義 1.6 M を位相多様体とする。M が可微分多様体であるとは座標近傍系

{　 (Ul,ϕλ)}λ∈Λ で

ϕα ◦ ϕ−1β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

が全ての α,β に関して可微分同相写像となることをいう。　このとき座標近

傍系 {(Uλ,ϕλ)}λ∈Λ を位相多様体M の可微分構造という。

ϕα ◦ ϕ−1β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

を (Uα,ϕα) 位相多様体M に 2つの可微分構造 {　 (Uλ,ϕλ)}, {(Vμ,ψμ}が
与えられたとする。これらの可微分構造が同値であるとは、

ϕλ ◦ ψ−1μ : ψμ(Uλ ∩ Vμ)→ ϕλ(Uλ ∩ Vμ)

が全ての λ,μについて可微分同相であることである。

注意 1.7 一般に位相多様体M に 2つ以上の同値でない可微分多様体の構造

が入ることがある。　

例 1.8 例 1.5において Sn は座標近傍系 (U±,ϕ±)により可微分多様体の構

造を持つ。

M をC∞-多様体とし、p ∈M とする。pの近傍でC∞級の関数全体の集合

∪p∈UC∞(U)
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を考える。　ここで U は pの全ての開近傍を走る。　さてこの集合に次の同

値関係 f ∈ C∞(U), g ∈ C∞(V )が同値⇔ p ∈ ∃W ⊆ U ∩ V で

f |W≡ g |W

を入れる。　ここでW は pのある近傍である。　この同値関係による商集

合を C∞p で表し、pの近傍で滑らかな関数の芽の集合という。この概念は関

数を考えるときいちいち定義域を指定しなくてすむので都合がよい。C∞p は

自然に環の構造が入る。すなわち f, g ∈ C∞p に対して自然に和と積

f + g, f · g

が定義される。

1.8 接空間

多様体上で微分を行うには接空間の概念が必要になる。予想されるように、

座標近傍では通常の偏微分を考えることと同じである。

しかし、座標不変な概念として定義するには次のようにする。M を可微分

多様体 p ∈M を１つ固定する。

D : C∞p −→ R

が微分であるとは、任意の f, g ∈ C∞p に対して線形性

D(αf + βg) = αDf + βDg　 (α,β ∈ R)

及びライプニッツ則

D(f · g) = Df · g(p) + f(p) ·Dg

が成り立つことである。C∞p の微分とはどのようなものであろうか。(x1, . . . , xn)

を pの近傍の局所座標とする。

x1(p) = · · · = xn(p) = 0

として一般性を失わない。x1, . . . , xn は C∞p の元を定めるが、それを同じ記

号で表そう。Dを微分とし、

ai := Dxi ∈ R

とおく。まず

D1 = D12 = 2D1
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であるから、D1 = 0である。　これと線形性からDは定数関数の芽は全て

0に写す。f ∈ C∞p は pの近傍でテーラー展開

f(x) = f(p) +
nX
i=1

∂f

∂xi
(p)xi +

nX
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(θx)xixj(0 < θ < 1)

と展開される。　両辺にDを作用させると xi(p) = 0(1 5 i 5 n)であるから

Df =
nX
i=1

ai
∂f

∂xi
(p)

となる。すなわち

D =
nX
i=1

ai
∂

∂xi

である。　

このことから C∞p の微分全体は

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

を基底とする n次元 Rベクトル空間である。C∞p の微分全体を TMp で表し、

M の pに於ける接空間 (tangent space)と呼ぶ。　

例 1.9 Rn の接空間は各 p ∈ Rn で {(∂/∂x1)p, · · · , (∂/∂xn)p} で張られる空

間である。

1.9 外積代数

V1, · · · , Vp を有限次元実ベクトル空間とする。V1 × V2 × · · · × Vp 上の関数

f(v1, · · · , vp)が

f(v1, · · · , vi−1,αvi + βvi, vi+1, · · · , vp) =

αf(v1, · · · , vi−1, vi+, vi+1, · · · , vp) + βf(v1, · · · , vi−1, vi, vi+1, · · · , vp)

が全ての α,β ∈ Rと 1 5 i 5 pについて成立するとき p次線形形式 (p-linear

form)と呼ぶ。p次線形形式は自然な和、スカラー倍に関してベクトル空間

となる。この線形空間を

V ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ · · ·⊗ V ∗p

で表す。
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f ∈ V ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ · · ·⊗ V ∗p , g ∈W ∗1 ⊗W ∗2 ⊗ · · ·⊗W ∗q に対して、そのテンソ

ル積 f ⊗ gを

(f ⊗ g)(v1, . . . , vp, w1, . . . wq) = f(v1, . . . , vp)g(w1, . . . , wq)

で定義する。f ⊗ g ∈ V ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ · · · ⊗ V ∗p ⊗ W ∗1 ⊗ W ∗2 ⊗ · · · ⊗ W ∗q であ

る。Vi の基底を {e1,i, . . . , eni,i}、その双対基底を {e∗1,i, . . . , e∗ni,i}で表すと

V ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ · · ·⊗ V ∗p の基底として

{e∗i1,1 ⊗ · · ·⊗ e∗ip,p | 1 5 i1 5 n1, · · · , 1 5 ip 5 np}

がとれる。これから

dimV ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ · · ·⊗ V ∗p = n1 · · ·np

であることが分かる。特に V を n次元実ベクトル空間とし {e1, . . . , en}を V

の一つの基底とすると ⊗pV ∗ の基底は

{e∗i1 ⊗ · · ·⊗ e∗ip | 1 5 ij 5 n, 1 5 j 5 p}

で与えられる。　任意の f ∈ ⊗pV ∗ の元は

f =
nX

i1,···ip=1
fi1,··· ,ipe

∗
i1 ⊗ · · ·⊗ e∗ip

と一意的に表される。　ここで各 fi1,··· ,ip は実数である。この fi1,··· ,ip を f

の i1, · · · , ip 成分とよぶ。

1.10 対称テンソルと交代テンソル

Σp を {1, 2, . . . , p}の置換の作る置換群を表すことにする。Σp の位数は p!

である。f を＄￥V 上の p次線形形式とする。σ ∈ Σp の f への作用を

(σf)(v1, · · · , vp) = f(vσ(1), · · · , vσ(p))

と定める。V 上の p次線形形式 fが p次対称形式であるとは σf = f(∀σ ∈ Σp)
が成立することである。

V 上の p次線形形式 f が p次交代形式であるとは σf = sgnσf(∀σ ∈ Σp)
が成立することである。ここで sgnσ は σ の符号数、即ち

sgnσ =

(
1(σ が偶置換のとき)

−1(σ が偶置換のとき)

である。⊗pV ∗ 上の一次変換 Sp, Ap を

Spf :=
X
σ∈Σp

σf,Apf :=
X
σ∈Σp

sgnσ · σf
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で定義する。Sp を　 p次対称化作用素 Ap を　 p次交代化作用素と呼ぶ。

f が p次線形形式なら Spf,Apf はそれぞれ p次対称形式、p次交代形式であ

る。また f が p次対称形式なら Spf = p!f , f が p次交代形式ならApf = p!f

である。従って f が p次線形形式であるなら

S2pf = p!Spf,A
2
pf = p!Apf

が成り立つ。

問題 1.10 f が p次対称形式ならApf = 0,f が p次交代形式なら Spf = 0を

証明せよ。

1.11 外積代数

ここでは微分形式の定義のために、外積代数を導入する。

∧pV ∗ で V 上の p次交代形式全体を表す。一般に f ∈ ⊗pV ∗, g ∈ ⊗qV ∗ に
対して f ∧ g ∈ ∧p+qV ∗ を

f ∧ g := 1

p!q!
Ap+q(f ⊗ g)

で定義して f と gの外積という。f ∈ ⊗pV ∗, g ∈ ⊗qV ∗, h ∈ ⊗rV ∗ とすると

結合律

(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h)

が成り立つ。　

1.12 多様体上の微分形式

多様体の微分形式は積分のために導入された一種の密度（あるいは測度）

概念である。p次形式は、pサイクル上で積分すると実数値をとる。このよ

うに、ホモロジーの双対概念が、微分形式から登場する（ドラームコホモロ

ジー）ことは定義から納得されるであろう。

M を n次元 C∞多様体とする。ϕがM 上の p次微分形式であるとは任意

の x ∈M と xの近傍の局所座標 (x1, · · · , xn)に対して

ϕ =
X

i1<···<ip
ϕi1,··· ,ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip(ϕi1,··· ,ip ∈ C∞x )

となることをいう。M 上の p 次微分形式全体の空間を Ap(M) で表す。　

ϕ ∈ Ap(M)の外微分 dϕを

dϕ =
X

i1<···<ip
dϕi1,··· ,ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip(ϕi1,··· ,ip ∈ C∞x )
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で定義する。

d(ϕ ∧ ψ) = dϕ ∧ ψ + (−1)pϕ ∧ dψ

が成り立つ。外微分の定義は局所座標の取り方に依らない。実際 (y1, · · · , yn)
をもう一つの座標とすると

ϕ =
X

i1<···<ip
ϕi1,··· ,ip(

nX
i=1

dxi1
dyi

dyi) ∧ · · · ∧ (
nX
i=1

dxip
dyi

dyi)

である。

dϕ =
X

i1<···<ip
dϕi1,··· ,ip(

nX
i=1

dxi1
dyi

dyi) ∧ · · · ∧ (
nX
i=1

dxip
dyi

dyi) =
X

i1<···<ip
dϕi1,··· ,ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

定理 1.11 d2 = 0である。

証明　局所的な命題であることに注意する。x ∈M とし xの近傍での局所座

標を (x1, x2, . . . , xn)とする。f ∈ C∞(M)x とすると

d2f = d(
Pn

i=1
∂f
∂xi
dxi)

=
Pn

i,j=1
∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
P

i<j
∂2f

∂xi∂xj
(dxi ∧ dxj + dxj ∧ dxi)
= 0

¤

2 多変数関数論からの準備

ここでは一変数正則関数の知識を仮定して、多変数正則関数について必要

な事柄をまとめておく。

2.1 多変数正則関数

Ωを Cn の領域とする。(z1. · · · , zn)を Cn の標準座標とする。

zk = xk +
√
−1yk　 (xk, yk ∈ R, 1 5 k 5 n)

と実部、虚部に分解しておく。f ∈ C∞(Ω)に対して

∂f

∂zk
=
1

2
(
∂f

∂xk
−
√
−1 ∂f

∂yk
) (1 5 k 5 n)

∂f

∂z̄k
=
1

2
(
∂f

∂xk
+
√
−1 ∂f

∂yk
) (1 5 k 5 n)
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とおく。また 1 5 k 5 nに対して

dzk = dxk +
√
−1dyk, dz̄k = dxk −

√
−1dyk,

とおく。

dzi(∂/∂zj) = δij , dz̄i(∂/∂z̄j) = δij ,

が成り立つ。　即ち {dz1, · · · , dzn}と {∂/∂z1, · · · , ∂/∂zn}、{dz̄1, · · · , dz̄n}
と {∂/∂z̄1, · · · , ∂/∂z̄n} は互いに双対である。

さて f ∈ C∞(Ω)に対して

∂f :=
nX
k=1

∂f

∂zk
dzk, ∂̄f :=

∂f

∂z̄k
dz̄k

とおく。　このときライプニッツ則

∂(f · g) = (∂f) · g + f · ∂g, ∂̄(f · g) = (∂̄f) · g + f · ∂̄g

が成り立つ。

定義 2.1 Ω上のC∞関数 f が正則であるとは ∂̄f = 0が成り立つことである。

定義から z1, · · · , zn は全て正則であり、またライプニッツ則から、z1, · · · , zn
の複素係数多項式もまた正則である。従って z1, · · · , zn の収束べき級数

∞X
m1··· ,mn=0

am1···　 mn
zm1
1 · · · zmn

n

もその一様収束域で正則である。

2.2 正則写像に関する逆関数定理、陰関数定理

U を Cn の領域とする。　 ϕ : U −→ Cn が正則写像であるとは

ϕ = (ϕ1, · · · ,ϕn)

と成分表示をした時、各 ϕi(1 5 i 5 n)が U 上の正則関数となることをいう。

この節では正則写像に関する逆関数定理、陰関数定理を紹介する。

定理 2.2 （逆関数定理）U を Cn の領域とする。　 ϕ : U −→ Cn を正則写

像とする。 p0 ∈ U で (det Jϕ)(p0) 6= 0ならば、p0 の近傍 U と ϕ(p0)の近傍

V が存在して、ϕ |U : U −→ Cn は U から V への正則同相写像を与える。
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定理 2.3 （陰関数定理）U をCnの領域とする。m < nとし、ϕ : U −→ Cm

を正則写像とする。 p0 ∈ U ,q0 := ϕ(p0)とおく。今 det ∂(ϕ1,··· ,ϕm)∂(z1,···zm) (p0) 6= 0
とすると、(zm+1(p0), . . . zn(p0))の近傍W と

ψ :W −→ Cm

が存在して

ψ(zm+1(p0), · · · , zn(p0)) = (z1(p0), . . . , zm(p0))

ϕ(ψ(zm+1, . . . , zn), zm+1, . . . , zn) = q0

となる正則写像 ψ :W −→ Cm が存在する。　

2.3 ワイエルストラスの予備定理

定義 2.4 (z, w) ∈ Cn−1 × Cの点 (z0, w0)において OCn−1,z0 上の多項式

p(z, w) = fm(z)(w − w0)m + · · ·+ f0(z)

を擬多項式 (pseudopolynomial)という。またfmが0でない定数で、fm−1(z0) =

· · · = f0(z0) = 0 のとき特殊擬多項式 (distinguished pseudopolynomial)

又はワイヤストラス多項式 (Weierstrass polynomial)という。

次のワイヤストラスの予備定理は、正則関数の局所理論の展開になくては

ならないものである。

定理 2.5 （ワイヤストラスの予備定理）(z0, w0) ∈ Cn−1 × C に対し f が

(z0, w0)の近傍で正則で、f(z0, w0) = 0かつ f(O,w) 6 ≡0とする。 このとき

(z0, w0)を中心とする特殊擬多項式 p(z, w)と (z0, w0)の近傍で 0にならない

正則関数 q(z,w)を選んで (z0, w0)の近傍で

f(z, w) = p(z, w) · q(z, w)

と表示される。

証明 平行移動して (z0, w0) = Oとして構わない。正数 r, sを十分小さくとっ

て f は∆(r)n−1×∆(s)で正則とする。また f(O,w)は w = 0でm位の零点

を持つものとする。f(0, w)の零点は孤立しているので、rを十分小さくとっ

て、正数 εが存在して

f(0, w) > ε

が {O} × ∂∆(s)が成り立つとしてよい。さて rを小さくとって

| f(z, w)− f(O,w) |< ε <| f(O,w) |
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が ∆n−1(r) × ∂∆(s) で成り立つとしてよい。ルシェ(Rouché) の定理から、

z ∈ ∆n−1(r)を固定すると wの方程式

f(z, w) = 0

は∆(s)の内部に丁度m個の根を持つ。それらを α1(z), · · · ,αm(z)とする。

p(z, w) =
mY
i=1

(w − αi(z))

とおくと、左辺を展開するとwの係数は全て α1, · · · ,αmの基本対称式で、そ

れらは∆(r)上正則である。従って p(z, w)は特殊擬多項式である。さて

q(z,w) = f(z, w)/p(z, w)

と定義すると、q(z, w)は pの零点集合を除いて∆n−1(r)×∂∆(s)で正則かつ

有界である。　従ってリーマンの除去可能定理により、q(z, w)は∆n−1(r)×
∂∆(s)上正則で、かつ、定義から∆n−1(r)× ∂∆(s)で零点を持たない。従っ

て∆n−1(r)× ∂∆(s)で求める表示

f(z, w) = p(z, w) · q(z, w)

が得られた。¤　

このワイヤストラスの予備定理の眼目は、正則関数の零点集合は十分小さ

な近傍に限れば、変数が一つ少ない正則関数上の多項式環の元の零点集合と

して書けるということである。

定理 2.6 OX,x はネーター環である。

2.4 有理型関数

有理型関数とは、局所的に正則関数の商として書ける関数のことである。コ

ンパクト複素多様体の上には、定数以外に正則関数は存在しない。だから有

理型関数はコンパクト複素多様体の理論では中心的な役割を果たすのである。

定義 2.7 Ω を Cn の領域とする。f が Ω 上の有理型関数 (meromorphic

function)であるとは、f は除外集合 Eを除いて Ω−E上正則で、Ωの開被

覆 U = {Uα}と Uα 上の正則関数 pα, qα　 (qα 6 ≡0が存在して

f | Uα − E = pα/qα
と表されることである。但し E は Ωの部分集合として Ωの内点を含まず。

Ω− E は連結であるとする。

即ち有理型関数とは局所的に正則関数の商として表される関数のことで、

解析接続の一意性から分母が 0にならない点で値は確定しているとしてよい。
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2.5 多重劣調和関数

多重劣調和関数は多変数関数論において中心的な役割を果たすものである。

それは後に「多重劣調和関数は自明な直線束の正曲率計量である」というよ

うに理解されるであろう。

定義 2.8 Ωを Cの領域とする。u : Ω→ [−∞,∞)が劣調和関数であるとは、

1. ϕは上半連続である。　即ち任意の c ∈ Rに対して

{z ∈ Ω | u(z) < c}

は開集合である。

2. 任意のコンパクト部分集合 K ⊂ Ωと Ωの内部で調和かつ境界 ∂Ωで連

続な関数 hに対して、境界上で u 5 hならK 全体で u 5 hが成り立つ。

「劣調和」というのは調和関数より小さいという意味である。上の定義で恒等

的に −∞の関数も劣調和であることに注意する。

定理 2.9 Ωを Cの領域、uを Ω上の上半連続関数であるとする。このとき

次は同値である。

1. uは劣調和である。

2. 任意の∆(z, r) ⊂⊂ Ωに対して、

ϕ(z) 5 1

2π

Z 2π

0

ϕ(z + re
√−1θ)dθ

が成り立つ（これを劣平均値性 (submeanvalue property)という）。

証明

1 ⇒ 2 uを Ω上の劣調和関数、∆(z, r) ⊂⊂ Ωとする。このとき ∆(z, r)

の境界 {z + re
√−1θ | θ ∈ [0, 2π]}上の実関数 ϕ(θ)が

u(z + re
√−1θ) 5 ϕ(θ)

を満たしているとする。

ϕ(θ) =
X

ane
√−1nθ

を ϕのフーリエ展開とする。

a0 =
1

2π

Z 2π

0

u(z + re
√−1θ)dθ

である。このとき正則関数

f(ζ) :=
∞X
n=0

an
(ζ − z)n
rn
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の実部は調和関数で、劣調和関数の定義から

u(z) 5 f(z) = a0

が成り立つ。　従って、ϕを上から u | ∂∆(z, r)に近付けると

u(z) 5 1

2π

Z 2π

0

u(z + re
√−1θ)dθ

　が成り立つ。　

2⇒ 1 K ⊂ Ωを Ωのコンパクト部分集合で hをK 上連続かつ内部で調

和な関数で ∂K 上で u 5 hが成立しているものとする。　さて u− hがK 上

で正の 大値をとる点 z0 ∈ K が存在するとすると仮定から z0 は K の内点

である。r0 > 0を十分小さくとり∆(z0, r0) ⊂ K となるようにする。すると

u(z0) 5
1

2π

Z 2π

0

u(z0 + r0e
√−1θ)dθ

と

h(z0) =
1

2π

Z 2π

0

h(z0 + r0e
√−1θ)dθ

より

u(z0)− h(z0) 5
1

2π

Z 2π

0

{u(z0 + r0e
√−1θ)− h(z0 + re

√−1θ)}dθ

となり、∂∆(z0, r0)上で u−hは恒等的にM となる。r0 は任意の (0, r0)に置

き換えられるので u(z)−h(z) =M となる点はK 上で開集合をなす。　また

この集合が閉集合であることは明らかであるからこれは ∂K 上で u − h 5 0
であることに矛盾する。したがってM = 0となり証明を終わる。　 ¤

劣調和の概念の多変数への拡張の一つが次の多重劣調和関数である。

定義 2.10 Ωを Cnϕ : Ω→ [−∞,∞)が劣調和関数であるとは、

1. ϕは上半連続である。　即ち任意の c ∈ Rに対して

{z ∈ Ω | ϕ(z) < c}

は開集合である。

2. 任意の z ∈ Ωと任意の w ∈ Cn に対して ϕ(z + tw)は tの関数として

t = 0の近傍で劣調和である。

Ω上の多重劣調和関数の全体を PSH(Ω)で表す。

命題 2.11 Ωを Cn の領域とすると次が成り立つ。

1. u1, u2 ∈ PSH(Ω)とすると u1 + u2 ∈ PSH(Ω)。
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2. u1, u2 ∈ PSH(Ω)とするとmax{u1, u2} ∈ PSH(Ω)。
3. {ui}, ui ∈ PSH(Ω)を Ωの各点で広義単調減少列とすると、limi→∞ ui

　 ∈ PSH(Ω)である。

定理 2.12 Ωを Cn の領域とし u ∈ PSH(Ω)とする。　 ϕを R上の下に凸

の単調増加関数とする。このとき合成関数 ϕ(u)も Ω上の多重劣調和関数で

ある。

証明 n = 1のとき証明すれば十分である。x0 ∈ Rとすると

ϕ(x) = c(x− x0) + ϕ(x0)

となる正数 cが存在する。∆(z, r) ⊂⊂ Ωとする。Z 2π

0

ϕ(u(z + re
√−1θ))dθ = c(

Z 2π

0

u(z + re
√−1θ)dθ − x0) + ϕ(x0)

今

x0 =

Z 2π

0

u(z + re
√−1θ)dθ

を代入してZ 2π

0

ϕ(u(z + re
√−1θ))dθ = ϕ(

Z 2π

0

u(z + re
√−1θ)dθ)

となるが uの劣調和性から

ϕ(u(z)) 5
Z 2π

0

ϕ(u(z + re
√−1θ))dθ

となるから、定理 2.9により ϕ(u)は劣調和である。¤

定理 2.13 Ωを Cn の領域とする。u ∈ PSH(Ω)が Ω上恒等的に −∞では

ないとすると、u ∈ L1loc(Ω)である。　特に {z ∈ Ω | u(z) = −∞} はルベー

グ測度 0である。

証明 n = 1の時証明すれば十分である。

E := {z ∈ Ω | u 6 ∈L1loc(Ω, z)}

とおく。z ∈ Ωで u(z) 6= −∞であるとする。今 R > 0を ∆(z,R) ⊂ Ωとな

るようにとると劣平均値性から

u(z) 5 1

πR2

Z r

0

Z 2π

0

u(z + re
√−1θ)dθ)rdr

が成り立つ。即ち dμをルベーグ測度として

u(z) 5 1

πR2

Z
∆(z,R)

u(a)dμ(a)
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となる。従って、∆(z,R) ∩E = ∅である。即ち Ω− E は開集合である。

一方Eは定義により開集合である。Ωは連結であるから E = ∅となる。　

¤

定義 2.14 　 Ωを Cn の領域、u ∈ PSH(Ω)とするとき

{z ∈ Ω | u(z) = −∞}

を uの多重極集合 (pluripolar set)という。

3 複素多様体

3.1 複素多様体

座標変換が可微分な多様体を可微分多様体と言ったのと同様に、座標変換

が正則写像になる多様体を複素多様体という。この複素多様体が我々の興味

の対象である。

定義 3.1 M をハウスドルフ位相空間とする。M が n次元複素多様体である

とはM の開被覆 {Uλ}λ∈Λ と各 Uλ から Cn の開部分集合への同相写像

ϕλ : Uλ −→ ϕλ(Uλ) ⊂ Cn

が与えられ

ϕα ◦ ϕ−1β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

が全ての α,β に対して双正則写像となっていることをいう。{(Uλ,ϕλ)}λ∈Λ
を正則座標近傍系と呼び、正則座標近傍系を与えることをM の複素構造を

定めるという。

例 3.2 （複素射影空間）Cn+1 − {O}に同値関係 ∼を

(z0, . . . , zn) ∼ (z01, . . . , z0n)⇔ ∃α ∈ C∗(= C− {0}) s.t. (z0, . . . , zn) = (αz1, . . . ,αzn)

で定義する。

Pn := Cn+1 − {O}/ ∼

を n次元複素射影空間という。(z0, . . . , zn)の同値類を [z0 : z1 : · · · : zn]で
表す。このとき i = 0, 1, . . . , nに対し

Ui := {[z0 : z1 : · · · : zn] ∈ CPn | zi 6= 0}

とおく。このとき

Pn = U0 ∪ · · · ∪ Un
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が成り立つ。　

π : Cn+1 − {O} −→ CPn

を

π(z0, . . . , zn) := [z0 : z1 : · · · : zn]

で定義される自然な写像とする。商位相の定義から U ∈ CPn が開集合であ

るというのは π−1(U)が Cn+1 − {O}の部分集合として開集合であるのと同

値である。さて

π −1(Ui) = {(z0 : z1 : · · · : zn) ∈ Cn+1 −O | zi 6= 0}

であるから商位相の定義から Ui は開集合である。さらに

φi : Ui −→ Cn

を

φi([z0 : z1 : · · · : zn]) := (z0/zi, · · · , ˆzi/zi, · · · , zn/zi)

で定めると全単射で逆写像は

φ−1i (w1, . . . , wn) = [w1 : . . . : wi : 1 : wi+1 : · · · : wn]

となる。従って、各 Ui は Cn と同相である。よって Pn は Cn を n+ 1枚貼

り合わせたものであると言える。

陰関数定理を用いると複素多様体の例は大量に存在することが分かる。

例 3.3 nを自然数とするとき

C := {(x, y) ∈ C2 | xn + yn = 1}

と置くと 1次元複素多様体である。f(x, y) = xn + yn − 1とおくと

df = nxn−1dx+ nyn−1dy、

であるから、f の零点集合 C 上で df は決して 0にならない、即ち

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
)

は C 上至る所、階数 1である。従って陰関数定理から、C の各点 pの近傍で

C2 上の正則関数 xまたは yの C への制限が正則局所座標を与えることがわ

かる。
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コンパクトな複素多様体は例えば、射影空間の部分多様体として構成できる。

例 3.4

X = {[z0 : z1 : z2] ∈ P2 | zn0 + zn2 + zn3 = 0}

とおくとX はコンパクト 1次元複素多様体である。実際

Ui = {[z0 : z1 : z2] ∈ P2 | zi 6= 0} (i = 0, 1, 2)

とおくと、

U0 ∩X = {[z0 : z1 : z2] ∈ U0 | 1 + (
z1
z0
)n + (

z2
z0
)n = 0}

で U0 上の P2 の座標が (z1/z0, z2/z0)で与えられることから例 3.3と同様に

して、U0 ∩X は複素多様体である。同様に Ui ∩X 　 (i = 1, 2)も複素多様

体であるから、X は複素多様体である。

3.2 複素多様体間の正則写像

定義 3.5 X,Y をそれぞれ複素多様体とする。連続写像 f : X −→ Y が正則

写像 (holomorphic map)であるとは、{(Uα,ϕα)}, {(V,ψβ)}をX,Y それ

ぞれの正則座標近傍系とするとき Uα ∩ f−1(Vβ)上で

ψβ ◦ f ◦ ϕ−1α : ϕα(Uα ∩ f−1(Vβ)) −→ ψβ(Vβ)

が CdimX の開部分集合から CdimY の開部分集合への正則写像を与えること

をいう。

この定義がX,Y の複素構造にのみよることは直ちに確かめられる。

一般に複素多様体の間に、定値写像でないような正則写像が存在すること

は稀である。　 f : X −→ Y が正則全単射でありかつ f−1 も正則であるとき

双正則写像 (biholomorphic map)といい、X,Y は双正則同値であるとい

う。双正則同値であれば、可微分同相であり、従ってそれぞれの次元は等し

くなる。

X を複素多様体とするとき Cへの正則写像をX 上の正則関数という。

問題 3.6 X をコンパクト複素多様体とすると、X 上の正則関数は全て定値

関数であること証明せよ。

3.3 正則接空間、正則余接空間

n次元複素多様体XとX上の点xとその近傍Uの正則局所座標を (z1, · · · , zn)
をとる。このとき

(
∂

∂z1
)x, · · · , (

∂

∂zn
)x
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で張られる n次元複素ベクトル空間を TXx で表し、複素多様体X の点 xに

おける正則接空間 (holomorphic tangent space)という。この記号は実多

様体の場合と同じであるが、複素多様体X に関しては、その実多様体として

の接空間は TXR と書いて区別する。

一方

(dz1)x, · · · , (dzn)x

で張られる n次元複素ベクトル空間を T ∗Xx で表し、複素多様体 X の点 x

における正則接空間 (holomorphic tangent space)という。xの近傍で正

則な関数全体の集合を OX,x で表すことにすると 1.8と同様に TXx は OX,x
上の微分として特徴付けられる。即ち線形写像

D : OX,x −→ C

でライプニッツ則

D(f · g) = Df · g + f ·Dg (f, g ∈ OX,x)

を満たすものとして特徴付けられる。

X,Y を複素多様体、f : X −→ Y を正則写像とすると、各点 x ∈ X に対

して

(df)x : TXx −→ TYf(x)

が定義される。

今 xの近傍で正則な関数全体の集合を OX,x、f(x)の近傍で正則な関数の

全体 OY,f(x) で表すと

f∗ : OY,f(x) −→ OX,x

が、φ ∈ OY,f(x) に対して

f∗φ := φ ◦ f

により定義される。　従って微分の間の射として

dfx : TXx −→ TYf(x)

が定義される。またその双対写像として

f∗ : T ∗Yf(x) −→ T ∗Xx

が得られる。
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3.4 複素多様体上の微分形式

複素多様体上の微分形式は (p, q)形式の和に分解することを解説する。

X を複素多様体とし、x ∈ X に対して

∧pT ∗X ⊗ ∧qT ∗X

の元を xにおける (p, q)形式と呼ぶ。　 X 上の C∞(p, q)形式とは、各正則

座標近傍 (U, z1, · · · , zn)上で

f =
X

|I|=p,|J|=q
fIJdzI ∧ dzJ , fIJ ∈ C∞(U)

と書ける複素微分形式のことである。但し、左辺で I = (i1, · · · , ip), J =

(j1, · · · , jq)で共に単調、即ち i1 < · · · < ip 及び j1 < · · · < jq となるものの

和を表す。またここで | I |= p, | J |= qは多重添え字の長さを表す。　今後、

常に単調なものの和を考えるものとする。

X 上の C∞(p, q)形式全体のベクトル空間を Ap,q(X)で表す。このとき

∂ : Ap,q(X) −→ Ap+1,q(X)

が

∂f =
X

|I|=p,|J|=q
∂fIJ ∧ dzI ∧ dz̄J

∂̄f =
X

|I|=p,|J|=q
∂̄fIJ ∧ dzI ∧ dz̄J

で定義され、

d = ∂ + ∂̄

が成り立つ。d2 = 0だから

∂2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0, ∂̄2 = 0

が成り立つ。

今X 上の複素係数 r形式全体を Ar(X)で表すと

Ar(X) = ⊕p+q=rAp,q(X)

と直和分解する。A∗,∗(X) = ⊕dimX
p,q=0￥A(X)は、外積に関して、結合的代数

になる。　
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3.5 カレント

前節では、複素多様体上の微分形式について考察したが、ここでは、重要

な概念である複素多様体上のカレントについて解説する。

カレントというのは一言でいうと超関数係数の微分形式のことである。こ

のように滑らかでない係数を持つ微分形式について考えることが複素多様体

を扱う際に本質的に重要であることが 近益々明らかになってきたように思

われる。こういった現象は、代数幾何学において、滑らかな代数多様体だけ

を考察するのでは代数幾何学の展開に支障が出るという事情を彷彿されるも

のである。

X を n次元複素多様体、Ap.qc (X)でコンパクトな台を持つ C∞(p, q)形式

全体の空間とし、Ap.q0 (X)に次のような位相を入れる。

{ϕk} が収束⇔ あるコンパクト集合 K ⊂ X が存在して全ての k に対して

Suppϕk ⊂ K で ϕk 及び全ての偏微分がそれぞれK 上一様収束 　

定義 3.7 Xを n次元複素多様体とする。　 T がX上の (p, q)カレント (cur-

rent)であるとは、連続線形汎関数

T : An−p,n−qc (X) −→ C

のことである。

X 上の (p, q)カレント全体の空間を Dp,q(X)で表す。カレントの微分

∂ : Dp,q(X) −→ Dp+1,q(X), ∂̄ : Dp,q(X) −→ Dp+1,q(X)

∂̄ : Dp,q(X) −→ Dp,q+1(X)

をそれぞれ

(∂T )(ϕ) = (−1)p+q+1T (∂ϕ) (ϕ ∈ An−p−1,n−qc (X))

(∂̄T )(ϕ) = (−1)p+q+1T (∂̄ϕ) (ϕ ∈ An−p,n−q−1c (X))

で定義する。　この定義は A∗,∗c (X)の位相の定義から正当化される。また

d = ∂ + ∂̄ : Dp,q(X) −→ Dp+1,q(X) +Dp,q+1(X)

が定義される。T ∈ Dp,q(X)は

dT = 0
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を満たすとき d閉カレント (d-closed current)という。また T ∈ Dp,q(X)
の複素共役 T̄ ∈ Dq,p を

T̄ (ϕ) := T (ϕ̄) (ϕ ∈ Aq,pc (X))

で定義する。T ∈ Dp,p(X)が実カレント (real current)であるとは T = T̄

を満たすことである。また、実カレント T ∈ Dp,p(X)が正カレント (positive

current) であるとは

(
√
−1)p(n−p)T (η ∧ η̄) = 0 (η ∈ An−p,0c (X))

が成り立つことである。

例 3.8 η ∈ Ap,q(X)とすると

η(ϕ) :=

Z
X

η ∧ ϕ (ϕ ∈ An−p,n−qc (X))

と定義すると ηは (p, q)カレントである。ϕが dϕ = 0を満たせば、ϕは d閉

である。

例 3.9 Xを n次元複素多様体 V を余次元 kの複素部分多様体であるとする。

このとき ϕ ∈ An−k,n−kc (X)に対して

V (ϕ) :=

Z
V

ϕ

で定義すると、正閉 (k, k)カレントである。

f : X −→ Y を固有正則写像、即ち Y の任意のコンパクト集合の逆像がコ

ンパクトであるような、正則写像であるとする。

このときX 上のカレント T に対して Y 上のカレント f∗T を

f∗T (ϕ) := T (f
∗ϕ)　 (ϕ ∈ An−p,n−qc (Y ))

で定義する。このことと、広中の特異点解消定理から次の定理が得られる。

定理 3.10 X を n次元複素多様体 V を余次元 kの解析的集合であるとする。

このとき ϕ ∈ An−k,n−kc (X)に対して

V (ϕ) :=

Z
V

ϕ

で定義すると、正閉 (k, k)カレントである。

Ωを Cn の領域、T を Ω上の正閉 (q, q)カレントであるとする。p ∈ Ωに

対して

ν(T, p, r) =
1

r2(n−q)

Z
kz−pk<r

T (z) ∧ (ddckzk2)n−q.

とおく。T の pにおけるルロン数 (Lelong number)を

ν(T, p) = lim
r→0
r > 0

ν(T, p, r).

で定義する。
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4 層とコホモロジー

この節では、複素多様体の研究に欠かせない、層と層係数コホモロジーに

ついて解説する。　層係数のコホモロジーの定義には、様々なものがあるが、

ここではチェックコホモロジーを用いる。　その主な理由は、直観的な理解

ができるからである。　

4.1 層の定義

層とは直観的には、「関数」とその定義域を同時に考えたものである。

定義 4.1 （前層）X を位相空間とする。X 上の前層 F とは X の開集合 U

に

U 7→ F(U)

加群 F(U)を対応させる写像の族と、包含関係 U ⊃ V を満たす開集合の組

U, V に対して制限準同型と呼ばれる準同型

ρUV : F(U) −→ F(V )

が与えられ、推移律

ρUW = ρVW ◦ ρUV

が全ての U ⊃ V ⊃W を満たす開集合の三つ組について成り立つことをいう。

　但し F(∅) = 0とおく。

F(U)の元を FのU上の切断 (section)と呼ぶ。　しばしばF(U)をΓ(U,F)
と書く。また 通常 σ ∈ F(U)の V への制限 ρUV (σ)を σ |V のように書き ρUV

を明示しない略記を行なう。

定義 4.2 (層) 前層 F が以下の性質を満たす時、層と呼ばれる。

1. Uα を X の開集合 U の開被覆とする。σ ∈ F(U)が全ての α について

σ | Uα = 0を満たせば F(U)の元として σ = 0が成り立つ。

2. Uα をX の開集合 U の開被覆とする。このとき {σα},σα ∈ F(Uα) が貼

りあわせ条件：

σα | Uα ∩ Uβ = σβ | Uα ∩ Uβ

を全ての添え字 α,β について満たせば、ある σ ∈ F(U) が存在して

σ | Uα = σα が全ての α について成り立つ。
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初めの条件を一致の原理、2番目の条件を貼り合わせの原理という。これら

の条件は、層が局所的な性質により規定されていることを表している。

次の例が示すように前層は一般に層にはならない。

例 4.3 Rn 上の前層を各開集合 U に対してその上の L1 関数を対応させるも

のとし、自然な関数の制限によって前層の構造を入れる。このとき Rn の定

数関数 1は、Rn の任意の半径有限な開球に制限すれば、その上で L1 関数で

ある。しかし 1自身は Rn 上の L1 関数にはなっていない。

即ち、この場合、貼り合わせの原理が成り立たない。

一方、切断が局所的な性質で規定される場合には層になる。

例 4.4 （構造層) X を複素多様体とし、OX を各開集合 U ⊂ X に対して

OX(U) := {f : U −→ C |　f は U 上正則 }

とおくと、自然な制限準同型に関して層となる。OX をXの構造層 (structure

sheaf)という。なぜ OX を構造層というのかは、後に解析空間の理論を学ぶ

ことで了解されるだろう。

このように前層は一般には層にはならないのであるが、任意の前層 F から

層を作ることができる。　このことを示すために次の概念を導入しよう。

定義 4.5 (茎（Stalk）) F を位相空間 X 上の前層とする。　 x ∈ X に対し

て帰納極限

Fx = lim→ F(U)

を F の xにおける茎 (stalk)という。

ここで帰納極限の意味をおさらいしておくと、Fx とは xを含む開集合 U を

全て動かしたときの F(U)の直和に同値関係 σ ∈ F(U),σ0 ∈ F(U 0) に対し

同値関係

σ ∼ σ0 ⇔ x ∈ ∃V ⊂ U ∩ U 0 s.t. σ | V = σ0 | V

を入れたものをいう。つまり、xの十分小さな近傍に制限したとき一致する

切断は皆同じものと見なした加群のことである。

さて、F を位相空間X 上の前層としよう。　 F から層 F̃ を次のように構

成できる。今 U をX の開集合とし、任意の開集合 U に対して

σ : U −→
X
x∈U

Fx

で、任意の x ∈ U に対してある近傍W ⊂ U と σW ∈ F(W )が存在して

σ(x0) = [σW ] ∈ Fx0

30



が成り立つもの全体を対応させる前層 F̃ を作る。｝ここで [σW ]は Fx0 で σW

が代表する元を表す。

このとき F̃ が層となることは、この性質が局所的なものであることからた

だちに確かめることができる。これを前層 F の層化 (sheafication)と呼ぶ。

4.2 層の準同型、層の完全系列

位相空間X を固定する。　 F ,GをX 上の加群の層とする。このとき　層

準同型

ϕ : F −→ G

とは、X の任意の開集合 U に対して加群の準同型

ϕU : F(U) −→ G(U)

が与えられ、制限準同型に関して X の開集合の組 (U, V ), U ⊃ V と切断

σ ∈ F(U)に対して適合性

ϕV（σ | V ) = ϕU (σ) | V

が成り立つことである。　この適合性条件から、各 x ∈ X に対して、茎の間

の準同型

ϕx : Fx −→ Gx

が誘導される。このとき、ϕ : F −→ G が　単射であるとは全ての x ∈ X に

関して ϕx が単射になることであり、このとき F を (ϕに関して）Gの部分層

(subsheaf) であるという。ϕ : F −→ G が　全射であるとは全ての x ∈ X
に関して ϕx が全射になることである。　

一般に、層準同型 ϕ : F −→ G が与えられた時、開集合 U ⊂ X に対して

(Kerϕ)(U) = KerϕU

と置くことで、層 Kerϕが得られる。　 Kerϕを ϕの核（kernel)と呼ぶ。

また、

(Imageϕ)(U) = ϕU (F(U))

と置くことで前層 Imageϕが定義される。Imageϕは一般に層にならないが、

その層化をとって、同じ記号 Imageϕで表し ϕの像と呼ぶ。さらに、層の準

同型の列

· · ·→ Fm−1 → Fm → Fm+1 → · · ·
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が与えられたとき、この列が完全 (exact)であるとは茎の準同型の列

· · ·→ Fm−1,x → Fm,x → Fm+1.x → · · ·

が加群の準同型列として完全であることをいう。　このとき一般には開集合

U ⊂ X に対して

· · ·→ Fm−1(U)→ Fm(U)→ Fm+1(U)→ · · ·

は完全にならないことには特に注意を要する。この辺の事情については、直

ぐ後にコホモロジーの節で詳述する。

例 4.6 X を位相空間とし、Zを各開集合 U ⊂ X に対して Zに値を持つ、U

上の局所定数関数（各連結成分上で定数となる関数）全体を対応させる層と

し同様に Qに値を持つ局所定数関数を用いて層Qを考える。このとき自然

な単射により

Z −→ Q

が定義され、ZはQの部分層となる。

　

4.3 層の引き戻し、順像

X,Y を位相空間とし、

f : X −→ Y

を連続写像とする。　 F を Y 上の層とするとき、

(f−1F)(U) = lim
→
{F(V ) | U ⊂ f−1(V )}

とおいて、F の引き戻し (pull back)と呼ぶ。但し右辺は、U ⊂ f−1(V )と
なる Y の開集合 V 全体を動かした時の F(V )の帰納極限である。　即ち、

σ ∈ F(V ),σ ∈ F(V 0) とした時、σ ∼ σ0 を、ある開集合 W ⊂ V ∩ V 0 で
U ⊂ f−1(W )となるものが存在し、

σ |W = σ0 |W

が成立することとして、帰納極限を定義する。このとき f−1F が層の公理を

満たすことは直ちに確かめられる。

また f : X −→ Y が複素多様体 (又は後述する複素解析空間）の間の正則

写像で F が OY 加群の層の場合は

f∗F := f−1F ⊗f−1OY
OX
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とおいてやはり引き戻し (pull back)と呼ぶ。　この場合、f∗F はOX 加群

の層になる。OX は f−1OY 加群であることに注意する。

今度は逆に連続写像 f : X −→ Y とX 上の層、F が与えられたとする。こ

のとき Y 上の層、f∗F を Y の開部分集合 V に対して

f∗F(V ) := F(f−1(V ))

で定義することができる。　 f∗F を F の順像 (direct image) と呼ぶ。

特に f : X −→ Y が複素多様体 (又は後述する複素解析空間）の間の正則

写像で F が OX 加群の層の場合は f∗F は OY 加群の層である。

さらに一般に高次順像も定義できるが、それは後に述べることにする。

4.4 解析的連接層

この節では連接層の概念を導入する。

定義 4.7 X を複素多様体 F を X 上の OX 加群の層とする。F が解析的連

接層 (coherent analytic sheaf)であるとは。

1. F は局所有限生成である。即ちX の各点 xに対して開近傍 U と全射

⊕qOX | U −→ F | U → 0

がある正整数 qに対して存在する。

2. σ1, · · · ,σq ∈ Γ(U,F)に対して

0→ R(σ1, · · · ,σq)→ ⊕qOX | U −→ F | U

関係式の層R(σ1, · · · ,σq)は局所有限生成である。

収束ベキ級数環はネーター環であったから、茎だけ見れば有限生成は、明

らかなのであるが、連接層の価値というのは、生成元が近傍で一斉に取れる

という点にあるのである。

定理 4.8 OX 加群の層の完全列

0→ F → G→ H→ 0

に対して F ,G,Hの中の二つが連接層であれば、残りの一つも連接層である。

定理 4.9 (岡) OX は解析的連接層である。

証明問題は局所的なのでX は Cn の原点の近傍としてよい。　 nに関する帰

納法により証明する。　 n = 0のときは自明。今 nについて証明されたとし

て n+ 1の場合を証明しよう。　
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この場合、局所有限性は自明なので、１次関係式の層が局所有限生成であ

ることを証明すればよい。今

f1, · · · , fp ∈ OCn+1,O

をとる。　 後の変数を wとして Cn+1 の座標を (z, w), z ∈ Cn, w ∈ Cのよ

うに表す。{fj}にOCn+1,O の単元を掛けたり、割ったりすることで１次関係

式の層は変わらないから、始めから f1, · · · , fp は特殊擬多項式として一般性

を失わない。f1, · · · , fp を wに関する次数順に並び替えて、始めから fp の次

数がmで 大となるようにしておく。

(g1k, · · · , gpk) = ( 0, · · · , 0| {z }
(k − 1)個

, fp, 0 · · · , 0| {z }
(p−k−1)個

,−fk)

とおくと、これはR := R(f1, · · · , fp)に属する。　次にRの元で、wの擬多

項式で次数高々(m−1)の元全体をR∗とすると、その元は zだけの関数のmp

個の関数の組とみなすことができる。従って変数が１つ減ったから、帰納法の

過程から、適当に高々次数 (m− 1)の擬多項式 (h1` , · · · , hp` ) ∈ R∗(1 5 ` 5 r)
を選んでR∗ を原点のある近傍 U で生成できる。

さて、(a1, · · · , ap) ∈ Rとする。今 P = (α,β)を原点の近傍 U の点とし、

P において fp を w − β の特殊擬多項式の積に f = f 0f 00 と f 0 は P で 0にな

る既約因子の積、f 00 は P で単元となるようにする。

aj = f 0qj + uj(j = 1, · · · , p− 1)

と割り算を行い

up = ap + (

p−1X
j=1

qjfj)/f
00

とおけば (u1, · · · , up) ∈ Rであり、さらに (u1f 00, · · · , upf 00) ∈ R∗ である。

実際 upf 00 については w に関する次数が m − 1を超えないことは明らかで

あり、

−
p−1X
j=1

ujfj = (u
pf 00)f 0

から upf 00 の wに関する次数は (m+m0 − 1)−m0 を超えないからである。

よって、ujf 00 =
P
bjhji となる bj ∈ O(U)が存在する。　そこで、

aj − uj = (f 00)−1
p−1X
k=1

qkgjk

従って

aj =
rX
`=1

b`hj` +

p−1X
k=1

(f 00)−1qkgjk
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となりRは有限生成である。¤　

定理 4.9により任意の有限階数の局所自由層は解析的連接層である。

定理 4.10 Let X be a compact complex manifold. Then for any coherent

sheaf F , we have that dimHq(X,F) is finite.

4.5 コホモロジー

F を位相空間X 上の層とする。

U = {Uα}α∈A を X の開被覆とする。X. 簡単のため α0 · · ·αq ∈ Aに対

して

Uα0···αq = Uα0 ∩ · · · ∩ Uαq

のように書く。

C̃q(U ,F) = ⊕α0···αq∈AΓ(Uα0···αq ,F)

とおき q-チェイン Cq(U ,F)を

{σα0···αq ∈ Γ(Uα0···αq ,F) | α0 · · ·αq ∈ A, }

でし σα0···αq が {α0 · · ·αq}の置換に関して交代的であるもの、即ち Sq+1 を

{0, · · · , q}の置換群として τ ∈ Sq+1 に対して

σατ0 ···ατ(q) = (sign τ) · σα0···αq

が成り立つもの全体の作る C̃(U ,F)の部分加群として定義する。。、

余境界作用素 (コバウンダリ作用素）

δ : Cq(U ,F)→ Cq+1(U ,F)

を c ∈ Cq(U ,F)に対して

(δc)α0···αq+1 =
q+1X
i=0

(−1)iσα0···α̂i···αq+1 | Uα0···αq+1 ,

で定義する。 ここで α̂i は αi を省くという意味の記号で、(δc)α0···αq+1 は δc

の α0 · · ·αq+1 成分、即ち

(δc)α0···αq+1 ∈ Γ(Uα0···αq+1 ,F)

である。　このとき次の補題が成り立つ。
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補題 4.11

δ2 = 0

証明

(δ2c)α0···αq+2 =
X
i<j

(−1)i+jσα0···α̂i···α̂j ···αq+2 | Uα0···αq+2 +
X
j<i

(−1)i+j+1σα0···α̂j ···α̂j ···αq+2 | Uα0···αq+2

より

δ2c = 0

を得る。　　

さて

Zq(U ,F) := Ker{δ : Cq(U ,F)→ Cq+1(U ,F)}

とおき層 F の開被覆 U に関する q-コサイクルという。また

Bq(U ,F) = δCq−1(U ,F)

とおき層 F の開被覆 U に関する q-コバウンダリという。補題 4.11より

Bq(U ,F) ⊂ Zq(U ,F)

である。F の開被覆 U に関する q次チェックコホモロジーを

Hq(U ,F) := Zq(U ,F)/Bq(U ,F)

で定義する。しかし、Hq(U ,F)は一般には U に依存する。そこで、開被覆

の選び方に依らない定義を工夫しよう。　

定義 4.12 U ,Vを位相空間Xの開被覆とする。V が U の細分 (refinement)

であるとは V の任意の元 Vγ(γ ∈ Γ)に対して U の元 Uα(γ) が存在して

Vγ ⊂ Uα(γ)

が成り立つことである。

添え字の間の対応 γ 7→ α(γ)により準同型

h∗UV : H
∗(U ,F)→ H∗(V,F)

が定義される。即ち

c ∈ Zq(U ,F)
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に対して

hUV(c)γ0,··· ,γq = (c)α(γ0),··· ,α(γq)

と定義すれば、これから h∗U ,V が自然に誘導される。この準同型は実は添え字

の対応の選び方に依存しない。実際、別の対応 α0 : Γ −→ Aで

Vγ ⊂ Uα0(γ)(γ ∈ Γ)

となるものが与えられたとすると

H : Zq(U ,F) −→ Cq−1(V ,F)

を

H(c)γ0,··· ,γq−1 =
q−1X
i=0

cα(γ0)···α(γi)α0(γi)···α0(γq−1) | Vγ0···γq−1

で定めると簡単な計算により

δH +Hδ = hU ,V − h0UV

が成り立つ。従って h∗U ,V = (h0U ,V)
∗ が成り立つ。従って細分に関して帰納

極限

H∗(X,F) := lim
→
H(U ,F)

をとって F のX 上のチェックコホモロジーと呼ぶ。

4.6 コホモロジー完全系列

定理 4.13 X を位相空間とし、X 上の層の短完全列

0→ F → G → H→ 0

が与えられたとする。このときコホモロジーの長完全列

· · ·→ Hq(X,F)→ Hq(X,G)→ Hq(X,H)→ Hq+1(X,H)→ · · ·

が誘導される。

この定理の証明はダイアグラム追跡によるので、非常に退屈なものであるが

証明しておく。まず列

0→ Cq(U ,F)→ Cq(U ,G)→ Cq(U ,H)→ 0

を考えると
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例 4.14 指数列

0→ Z→ OX → O∗X → 0

に対して、長完全列

0→ H0(X,Z)→ H0(X,OX)→ H0(X,O∗X)→

H1(X,Z)→ H1(X,OX)→ H1(X,O∗X)→ H2(X,Z)→ · · ·

が得られる。

5 解析空間

今まで、複素多様体を扱って来た。これらは全て局所的には全て複素ユー

クリッド空間の開集合と双正則同値であって、局所的には何らの違いも見出

せない。

しかし、多くの場合、複素多様体の大域理論を構築するには、複素多様体

のみを扱っていたのでは不十分であり、特異点を持つ空間を考える必要があ

る。この節ではそのような特異点を持つような空間、即ち解析空間の理論を

紹介する。

5.1 解析的集合

複素多様体とは局所モデルを Cn の開部分集合にとって得られた幾何学的

対象であった。　 Ωを Cn の領域としよう。f1, · · · , fk ∈ O(Ω)に対して、

V := {z ∈ Ω | f1(z) = · · · = fk(z) = 0}

を考える。　 IV = (f1, · · · , fk)を f1, · · · , fk で生成される OΩ のイデアル

層とする。即ち Ωの開集合 U に対して

IV (U) = OΩ(U)f1 + · · ·+OΩ(U)fk

で与えられる層である。IV は OΩ の部分層なので商層

OV := OΩ/IV

が定義される。　 OV は環の層でその台は V と一致する。そこで OV は V

上の層とみなすことにしよう。集合 V とOV の組 (V,OV )を考えて解析的集

合 (analytic set)という。

この解析的集合をモデルにして考えた空間を解析空間というのである。
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5.2 解析空間

定義 5.1 （局所環付き空間）位相空間 X とその上の環の層 Rの組 (X,R)
が局所環付き空間 (local ringed space)であるとは、任意の x ∈ X に対して茎

Rx が局所環であるものをいう。

局所環付き空間 (X,R), (X 0,R0)が同値であるとはある位相同型 f : X −→ X 0

と層の同型 f−1R0 ' Rが存在することをいう。

さて、いよいよ解析空間の定義を与えよう。

定義 5.2 （解析空間）(X,OX)が解析空間 (analytic space)であるとは、

(X,OX)が局所環付き空間として、局所的に解析的集合と同値になることで

ある。　即ち、任意の点 x ∈ X に対して、ある近傍 U と解析的集合 (V,OV )
が存在して、局所環付き空間の同型

ϕ : (U,OX | U) −→ (V,OV )

が存在することである。

この定義から複素多様体は解析的集合の一種である。

次の例から、解析空間の概念は複素多様体の概念より、細かいことが分かる。

例 5.3 C2 の標準座標を (z1, z2)とする。このとき V = {(z1, z2) ∈ C2 | z2 =
0} とおく。さて C2 上の z2 ∈ OC2(C2) で生成される OC2 のイデアル層を

I、同様に z22 で生成される OC2 イデアル層を I2 とおく。このとき解析空間

V := (V,OC2/I)と V 0 = (V,OC2/I2)は集合としては同じであるが、解析空

間としては同値にならない。

なぜなら、前者においては、任意の x ∈ V における茎 OV,x はべき零元を

もたないが、後者においては OV 0,x はべき零元 z2 を含むからである。

定義 5.4 (X,OX)を解析空間とする。x ∈ X が非特異点であるとは、局所

環 OX,x が正則局所環 (regular local ring)であることをいう。

(X,OX)を解析空間とする。　OX,x の極大イデアルをmx で表すとき、ベ

クトル空間 mx/m
2
x を考え、その双対空間（即ち Cへの線形写像全体）

TXx := (mx/m
2
x)
∗

をxにおけるXのザリスキ接空間と呼ぶ。簡単に分かるようにXが複素多様体

であれば、ザリスキ接空間は各点でXの正則接空間と同じもので dimTXx =

dimX となる。

定理 5.5 局所環 (R,m)が正則局所環となるための必要十分条件は

dimm/m2 = dimR

が成り立つことである。　ただし dimRは Rのクルル次元を表す。
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(X,OX) が x で非特異であるとする。このとき x1, · · · , xn ∈ OX,x, (n =

dimX)がmx/m
2
x を生成するように選べる。このような {x1, · · · , xn}を xに

おける正則パラメータ系と呼ぶ。

例 5.6

X := {(x, y) ∈ C2 | y2 − x3 = 0}

とし、OX := OC2/(y2 − x3) とおく。　このとき

d(y2 − x3) = 2ydy + 3x2dx

であるから (X,OX)の特異点は O = (0, 0)である。

5.3 高次順像、Grauertの定理

f : X −→ Y を解析空間の間の正則な固有写像 (proper mapping)とす

る。ここで固有写像とは、Y の任意のコンパクト部分集合の f による逆像が、

X のコンパクト部分集合になるような写像のことである。

例 5.7 f : X −→ Y をコンパクト解析空間X から解析空間 Y への正則写像

とすると、f は固有写像である。

例 5.8 π : X̃ −→ X を解析空間の被覆写像で、x ∈ X に対して π−1(x)は無

限集合であるとする。　このとき π は固有写像ではない。

さて固有正則写像 f : X −→ Y とX 上の層 F が与えられた時、Y の開集

合 U に対して、Hq(f−1(U),F)を対応させる対応

U 7→ Hq(f−1(U),F)

は、自然に前層の構造を持つ。　この前層の層化を Rqf∗F で表し F の q次

順像 (q-th direct image)と呼ぶ。　　

このとき次の定理が成り立つ。　証明は省略する。

定理 5.9 (Grauert) f : X −→ Y を解析空間の間の固有正則写像とし、F を

X 上の OX 加群の連接層とする。このとき Rqf∗F は全ての q に対して、Y

上の OY 加群の連接層になる。

この定理から分かるように固有正則写像の下で、連接性は保存されるので

ある。

この定理の特別な場合として次が得られる。

定理 5.10 Xをコンパクト解析空間、FをOX加群の連接層とするとHq(X,F)
は有限次元複素ベクトル空間になる。

40



6 ドルボー複体と層係数コホモロジー

層係数チェックコホモロジーの構成を前節で行なったが、簡単に計算でき

るものではない。　そこで、複素多様体論では、層係数のコホモロジーを微

分形式の ∂̄ コホモロジーの形に表現することを考える。このことにより、調

和形式論への道が開かれる。

6.1 細層

Xをパラコンパクト位相空間とする。ここでパラコンパクト位相空間とは任

意の開被覆から局所有限な部分開被覆を抽出できるような位相空間であった。

定義 6.1 層 F が細層 (fine sheaf) であるとは、任意の局所有限な開被覆

U = {Uα}に対して、層準同型の族

φα : F −→ F

で

Suppφα ⊂⊂ Uα

及び X
φα = 1

を満たすものが存在することをいう。

パラコンパクト可微分多様体では、任意の局所有限な開被覆 U = {Uα}に対

して、１の分解 {φα}が存在した。　即ち、

1. φα ∈ C∞(M),
2. Supp φα ⊂⊂ Uα,
3. 0 5 φα 5 1,
4.
P

α φα ≡ 1

が成り立つものがある。１の分解の存在から次の例が得られる。

例 6.2 M をパラコンパクト可微分多様体とする。このときM 上の C∞ 関

数の芽の層、A0 は細層である。

このように細層は１の分解をモデルにしているので、特異点のある空間な

どでは、多少扱いが難しくなる欠点がある。　しかし次の命題が成り立つ。

命題 6.3 F をパラコンパクト位相空間X 上の細層とする。このとき

Hq(X,F) = 0

が全ての q = 1について成り立つ。
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証明. U = {Uα}をX の局所有限な開被覆とする。c ∈ Zq(U ,F)に対して

(c̃)α1···αq :=
X
α

φασα,α1···αq ∈ Cq−1(U ,F)

とおく。δc = 0を使うと

(δc̃)α0···αq =
X
(−1)ic̃α0···α̂i···αq = (

X
φα)cα0···αq = cα0···αq

が得られる。X はパラコンパクトなので、任意の開被覆は局所有限な細分を

持つ。従ってHq(X,F) = 0が全ての q = 1について成り立つ。¤

6.2 正則ベクトル束

定義 6.4 X を可微分多様体とする。

π : E −→ X

が複素ベクトル束であるとは、次の条件を満たすことである。

1. E は可微分多様体であり、π は可微分写像。

2. X の開被覆 U = {Uα}が存在し、局所自明化と呼ばれる可微分同相写像

Φα : π
−1(Uα) −→ Uα × Cr

で π ◦ Φα = 1Uα を満たすものが定められ、

3. 　 Uα ∩ Uβ 6= ∅に対し

Φαβ := Φα ◦ Φ−1β : (Uα ∩ Uβ)× Cr −→ (Uα ∩ Uβ)× Cr

は可微分写像

gαβ : Uα ∩ Uβ −→ GL(r,C)

を用いて

Φα ◦ Φ−1β (x, v) = (x, gαβ(x)v)

と書ける。

上の定義において rを E の階数 (rank)と言い

rank E = r

と書く。また定義 6.4の {gαβ}を Eの U に関する変換関数系と呼ぶ。変換関

数系はコサイクル条件：

gαβ(x) · gβγ(x) · gγα(x) = 1r(x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ)
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が成り立つ。 ここで 1r は r次単位行列である。

逆に、開被覆 U = {Uα} と可微分写像の族 {gαβ}, gαβ : Uα ∩ Uβ −→
GL(r,C) が与えられ、コサイクル条件

gαβ(x) · gβγ(x) · gγα(x) = 1r(x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ)

が成り立っているとする。　このとき

∪Uα × Cr

に同値関係を (xα, vα) ∈ Uα × Cr, (xβ , vβ) ∈ Uβ × Cr

(xα, vα) ∼ (xβ , vβ)

を

xα = xβ , vα = gαβ · vβ

で定義する。このとき E = ∪Uα × Cr/ ∼は自然に可微分多様体の構造を持

ち、自然な射影 π : E −→ X を

π([(xα, vα)]) = xα

で定義すると可微分複素ベクトル束になることは容易に確かめられる。但し

[(xα, vα)]は (xα, vα)が代表する E の点を表す。

π : E −→ X

を正則ベクトル束とするとき

Ex := π−1(x)

とおくと rankE 次元の複素ベクトル空間である。　 Ex を E の x ∈ X 上の

Eのファイバー (fiber)と呼ぶ。Eは全ての x ∈ X についてファイバーを集

めたものと考えることができる。

今X が複素多様体で {gαβ}において

gαβ : Uα ∩ Uβ −→ GL(r,C)

が正則写像であるとき、π : E −→ X を正則ベクトル束という。

さて、π : E −→ X を可微分複素ベクトル束とするとき C∞ 写

σ : X −→ E

で π ◦ σ = 1X を満たすものを Eの C∞切断 (C∞section)という。σは、開

被覆 U = {Uα}α∈A に関する局所自明化をとり、{gαβ}をその自明化

Φα : π
−1(Uα) −→ Uα × Cr (α ∈ A)
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に関する、変換関数系とすると σ ∈ C∞(X,E)は、ベクトル値 C∞ 関数

σα : Uα −→ Cr

の族 {σα}で、各 Uα ∩ Uβ 上で

σα = gαβ · σβ

を満たすものと

Φα ◦ σ(x) = (x,σα(x)) (α ∈ A)

により同一視される。

X 上の E の C∞ 切断全体を C∞(X,E)で表すと、C∞(X,E) は C∞(X)

加群の構造を持つ。　即ち σ,σ0 ∈ C∞(X,E)に対し σ + σ0 ∈ C∞(X,E) が
定義され、また f ∈ C∞(X)に対して f · σ ∈ C∞(X,E)が定義される。これ

は変換関数系が線形群への写像であることから容易に確かめられる。

同様に π : E −→ X が正則ベクトル束であれば、E の正則切断の空間

Γ(X,OX(E)が自然に定義され、OX(X)加群の構造を持つことが分かる。X

の開集合 U に対して、E 上の正則切断の全体を Γ(U,OX(E))と書く。これ

から E の正則切断の芽の層 OX(E)を

OX(E)(U) := Γ(U,OX(E))

で定める。

E,F を複素多様体上の複素ベクトル束とするとき、直和 E⊕F、テンソル

積 E ⊗ F、外積 ∧pE などが自然に定義される。

6.3 局所自由層、因子と可逆層

定義 6.5 X を複素多様体、OX をその構造層とする。F をX 上のOX 加群

の層とする。即ち U をX の開集合とするとき F(U)はOX(U)可群であると

する。

E が局所自由層 (locally free sheaf)であるとは X の開被覆 U = {Uα}
で、ある正整数 rに対して

E | Uα ' (OX | Uα)⊕r

が成り立つことをいう。　 r を E の階数 (rank)と言い rank E = r と書く。

階数 1の局所自由層を可逆層 (invertible sheaf)という。

E を複素多様体上の局所自由層とすると、E はX 上のベクトル束Eと同一

視される。
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実際X の開被覆 U = {Uα}で、局所同型

Φα : E | Uα −→ (OX | Uα)⊕r

が成り立つものをとると、

Φα ◦ Φ−1β : OX | Uα ∩ Uβ −→ OX | Uα ∩ Uβ

は自然に正則写像

gαβ : Uα ∩ Uβ −→ GL(r,C)

と同一視される。　定義から {gαβ}は、コサイクル条件を満たすのでこれか

ら正則ベクトル束 E が自然に定義される。

逆にX 上の正則ベクトル束 E が与えられれば、

E := OX(E)

と置けば、E は局所自由層である。

E ,F をX 上の局所自由層とするとき

E ⊗ F(U) := E(U)⊗OX(U) F(U)

で定義される前層に付随する層を E ⊗OX
F として、局所自由層のテンソル

積が定義される。

X 上の可逆層の同型類は OX 上のテンソル積についてアーベル群をなす。

　この群をX のピカール群 (Picard group)と呼ぶ。ピカール群は

H1(X,O∗X)

と同一視される。実際、可逆層 Lに対して X の開被覆 U = {Uα} と、局所

同型

φα : L | Uα ' OX | Uα

が存在するが、各 Uα ∩ Uβ 6= ∅上で同型

φαβ := φα ◦ φ−1β : OX | Uα ∩ Uβ ' OX | Uα ∩ Uβ

が得られる。　各 φαβ は O∗X(Uα ∩ Uβ)の元と自然に同一視され（1の φαβ

による像と同一視すればよい）、コサイクル条件

φαβ · φβγ · φγα = 1

が各 Uα ∩ Uβ ∩ Uγ の上で成り立つ。即ち {φαβ} ∈ Z1(U ,O∗X)である。この

{φαβ}を Lの変換関数系 (transition functions)と呼ぶ。従って、可逆層

Lに対してH1(X,O∗X)の元を対応させることができる。
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一方、X 上の２つの可逆層 L,L0 に対して十分細かい開被覆 U = {Uα}を
とると、局所同型

φα : L | Uα ' OX | Uα,

φ0α : L0 | Uα ' OX | Uα

が存在するが、このとき fα := φα ◦ (φ0α)−1 とおくと fα はO∗X(Uα)の元と同

一視される。このとき Lと L0 の変換関数系の間に

φαβ = fα · φαβ · f−1β

が成り立つ。

H1(X,Z)→ H1(X,OX)→ H1(X,O∗X)→ H2(X,Z).

正則直線束 Lに対して 1-st Chern class c1(L) ∈ H2(X,Z) by

[L] ∈ H1(X,O∗X)→ H2(X,Z).

X がリーマン面すなわち 1次元コンパクト複素多様体の場合は自然な向き付

けにより

H2(X,Z) ∼ Z

が成り立つので

c1(L) ∈ H2(X,Z)

は整数と同一視される。　この数を degLと書き、Lの次数と呼ぶ。Lの次

数は 0-切断と Lの C∞ 大域切断との交叉数と同一視される。

典型的な可逆層の例は次のように与えられる。

定義 6.6 X を複素多様体とする。D 　 =
Pm

i=1 aiDi が (カルチィエ)因子

であるとは

1. Di はX の余次元 1の部分解析空間。

2. ai ∈ Z

が成り立つことをいう。　即ち、余次元 1の部分解析空間の整数係数の有限

形式和を因子という。D =
Pm

i=1 aiDi が有効 (effective)であるとは、全て

の ai が ai = 0を満たすことをいう。X 上の因子全体は形式和に関して可換

群をなす。　この群を Div(X)で表し、X の 因子群 (divisorgroup) と言う。
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Dを複素多様体上の有効因子X とする。定義からX の開被覆 U = {Uα}が
存在して各 αで

D ∩ Uα = (fα)

が成り立つような fα ∈ OX(Uα) が存在するようにできる。 ここで (fα)は

正則関数 fα. の因子を表す。

fαβ = fα/fβ ∈ OX(Uαβ)

とおくとH1(X,O∗X). が成り立つDに対応する可逆層をOX(D)で表す。こ

のとき {fα}はX 上の OX(D)の正則切断を定める。　実際

fα = (
fα
fβ
) · fβ

が各 Uα ∩ Uβ で成り立つ。

有効でない因子Dは有効因子D1, D2 を使って

D = D1 −D2

OX(D) = OX(D1)⊗ (OX(D2))−1

と置くと可逆層を対応させることができる。

6.4 複素多様体上の微分形式

X を n次元複素多様体とし、T ∗X をX の正則余接束とする。T ∗X は階数

nの正則ベクトル束である。

∧pT ∗X ⊗ ∧q ¯T ∗X

6.5 ドルボーの補題

X を複素多様体 Ap,q をX 上の C∞(p, q)形式の芽の層とする。このとき

∂̄ : Ap,q → Ap,q+1

を

∂̄(
X

|I|=p,|J|=q
aIJ̄dz

I ∧ dz̄J ) =
X

|I|=p,|J|=q
∂̄aIJ̄ ∧ dzI ∧ dz̄J .

で定義する。ここで

∂̄f =

nX
i=1

∂f

∂z̄i
dz̄i
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である。同様に

∂ : Ap,q −→ Ap+1,q

を定義する。

d = ∂ + ∂̄

であるから

d2 = ∂2 + (∂∂̄ + ∂̄∂) + ∂̄2 = 0

が成り立つ。タイプを比較して

∂2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂, ∂̄2 = 0　

が成り立つ。　

定理 6.7 (ドルボー (Dolbeault)の補題) n = dimX とすると

0→ OX → A0,0 → · · · A0,n → 0

は完全である。

証明定理は局所的なので、始めから∆nをCnの上で証明すればよい。D0 ⊂⊂
∆n を Oの近傍とする。f を Ap,q(∆n) を ∂̄f = 0となる (p, q)形式とする。

f が dz̄k+1, · · · , dz̄n を含まないとして kに関する帰納法により証明する。

k = 0の場合は f = 0なので証明することはない。k− 1まで証明できたと

して kの場合を証明しよう。f は dz̄k+1, · · · , dz̄n を含まないとし、

f = dz̄k ∧ g + h

と書く。　但し g及び hは dz̄k, · · · , dz̄n を含まないとする。

g =
0X
I,J

gIJdz
I ∧ dz̄J .

とおくと

∂gIJ
∂z̄j

= 0

が j > kについて成り立つ。

∂GIJ
∂z̄k

= gIJ

の C∞ 解 GIJ をとる。実際

GIJ = (2πi)
−1
Z Z

(τ − zk)−1ψ(τ)gIJ (z1, · · · , zk−1, τ, zk+1, · · · , zn)dτ ∧ dτ̄ ,

48



とおけばよい。ここで ψ ∈ C∞0 (∆n)はD0. で恒等的に 1となる関数である。

G =
0X
GIJdz

I ∧ dz̄J

とおくと、作り方から

f − ∂̄G

は dz̄k, · · · , dz̄n を含まない。帰納法の仮定から、証明を終わる。¤.

上の定理の証明は局所的なので、定理は全てのAp,q について成り立つ。ま

た同時に E を X 上の正則ベクトル束として Ap,q(E) = Ap,q ⊗OX(E)につ

いても成り立つ。即ち

0→ OX(E)→ A0,0(E)→ · · · A0,n(E)→ 0

は完全である。

6.6 ドルボー同型

定理 6.8 (ドルボー同型)

Hq(X,Ωp(E)) ' Ker {∂̄ : Ap,q(L)→ Ap,q+1(L)}/∂̄Ap,q−1(L)

が全ての p, q = 0について成り立つ。

証明

0→ ΩpX(E)→ Ap,0 → ∂̄Ap,0 → 0

はドルボーの補題 (6.7)から完全である。従って q = 1なら

· · ·→ Hq−1(X,Ap,0)→ Hq−1(X, ∂̄Ap,0)→ Hq(X,ΩpX(E))→ Hq(X,Ap,0)→ · · ·

は完全である。ここで Ap,0 は細層であるから、定理??により、

Hq(X,Ap,0) = 0

が成り立つ。従って q = 1の場合は上の完全列から

H1(X,ΩpX(E)) ' H0(X, ∂̄Ap,0)/∂̄H0(X,Ap,0)

となり、定理は q = 1の場合証明された。　 q = 2の場合は定理??により

Hq−1(X,Ap,0) = 0
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となり

Hq(X,ΩpX(E)) ' Hq−1(X, ∂̄Ap,0X (E))

となる。一般に r = 1に関してドルボーの補題による層の完全列

0→ ∂̄Ap,r−1(E)→ Ap,r → ∂̄Ap,r → 0

に付随するコホモロジー長完全列から、

Hs(X, ∂̄Ap,r−1(E)) ' Hs−1(X, ∂̄Ap,r(E))

が成り立つので、これを繰り返し使うと、

Hq(X,ΩpX(E)) ' Hq−1(X, ∂̄Ap,0X (E)) ' · · · ' H0(X, ∂̄Ap,q−1X (E))/∂̄H0(X,Ap,q−1X (E))

が成り立ち、定理は証明された。¤

7 ドラームコホモロジーと交叉理論

この節ではドラームの定理を証明し、リーマンロッホの定理への微分位相

幾何学的な準備を行う。　

7.1 ドラームコホモロジー

M を C∞ 多様体。　 Ap(M)をM 上の C∞-p形式全体とする。

Hq
DR(M,R) := Ker{d : Aq(M)→ Aq+1(M)}/dAq−1(M)

をドラームコホモロジーという。d2 = 0であるから、これは well definedで

ある。

f :M −→ N を多様体の間の C∞ 写像とする。

df : TM −→ TN

は、その双対空間の間の写像

f∗ : T ∗N −→ T ∗M

を引き起こす。これは線形写像

f∗ : ∧pT ∗N −→ ∧pT ∗M

を引き起こす。従ってこれから

f∗ : Ap(N) −→ Ap(M)
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が自然に引き起こされる。また

d ◦ f∗ = f∗ ◦ d

が成り立つ。　これから準同型写像

f∗;H∗(N,R) −→ H∗(M,R)

が定義される。　

さて次の定理は明らかであろう。

定理 7.1 f :M −→ N が微分同相ならば

f∗ : Ap(N) −→ Ap(N)

は同型

f∗ : H∗DR(N,R) −→ H∗(M,R)

を引き起こす。

例 7.2

Hq
DR(S

1,R) ' R(q = 0, 1)

7.2 ポアンカレの補題

ドラームコホモロジーと特異コホモロジーのような位相幾何学的コホモロ

ジー理論の関係を明らかにするには次のポアンカレの補題が重要である。

定理 7.3 Ωを原点を含むRn の凸領域とすると、

Hq
DR(Ω,R) = 0(q = 1)

である。

証明

ω =
X

i1<···<ip
ωi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

に対して

Iω(x) :=
X

i1<···<ip

pX
α=1

(−1)α−1(
Z 1

0

tp−1ωi1···ip(tx)dt)xiα · dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxiα ∧ dxip

と置く。　すると

d(Iω) = p ·
X

i1<···<ip

Z 1

0

tp−1ωi1···ip(tx)dt)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip
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+
X

i1<···<ip

pX
α=1

nX
j=1

(−1)α−1(
Z 1

0

tp(Djωi1···ip)(tx)dt)xiα · dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxiα ∧ dxip

一方

dω =
X

i1<···<ip

nX
j=1

Dj(ωi1···ipdxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

なので

I(dω) =
X

i1<···<ip

pX
α=1

nX
j=1

(

Z 1

0

tp(Djωi1···ip)(tx)dt)xjdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

−
X

i1<···<ip

pX
α=1

nX
j=1

(−1)α−1(
Z 1

0

tp(Djωi1···ip)(tx)dt)xiαdxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxiα ∧ dxip

２つの式を加えて

p ·
X

i1<···<ip

Z 1

0

tp−1ωi1···ip(tx)dt)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip +
X

i1<···<ip

pX
α=1

nX
j=1

(

Z 1

0

tp(Djωi1···ip)(tx)dt)xjdxi1 ∧ · · · ∧ dx

=
X

i1<···<ip
(

Z 1

0

d

dt
[tp(ωi1···ip)(tx)]dt)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

= ω

となる。よって

d(Iω) + I(dω) = ω

なので所要の結果を得る。　 ¤

7.3 ドラームの定理

M を可微分多様体、Ap をM 上の C∞p形式の芽の層とする。このとき

複体

0→ R→ A0 → · · ·→ An → 0

はドラーム複体という。ポアンカレの補題（定理 7.3）からドラーム複体は定

数層 Rの細分解である。　従って次の定理が成り立つ。

定理 7.4 （ドラームの定理）M を可微分多様体とすると

H∗DR(M,R) ' H∗(M,R)

が成り立つ。¤
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7.4 コホモロジーの積構造

M を可微分多様体　

[η] ∈ Hp
DR(M,R), [τ ] ∈ Hq

DR(M,R)

に

7.5 カレントのドラームコホモロジー

7.6 交叉理論

8 リーマンロッホの定理

層係数のコホモロジーを定義したが、一般にこれらのコホモロジーを実際

に求めることは難しいことが多い。　しかし、コホモロジーの次元の交代和

（オイラー標数）なら位相幾何学的方法で求められることが分かっている。こ

れがリーマンロッホの定理と言われるものである。

以外にも難しそうな定理の形に比べて、その証明は難しくない。正しい概

念を定めることで、自然に定理が証明できるといった趣である。

8.1 オイラー標数

この節では、コホモロジーの次元の交代和について考える。

補題 8.1 有限次元ベクトル空間の完全列

0→ V0 → V1 → · · ·→ Vm → 0

に対して

mX
i=0

(−1)i dimVi = 0

が成り立つ。

証明各 Vi は

Ki = Ker{Vi −→ Vi+1}, Ii = Image{Vi −→ Vi+1}

とおくと

dimVi = dimKi + dim Ii

である。　ところが完全列であることから Ii = Ki+1 である。従って

dimVi = dimKi + dimKi+1

従って交代和をとれば 0である。¤
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定義 8.2 X を位相空間、F を X 上の C加群の層とする。このとき F のオ

イラー標数を

χ(X,F) =
∞X
q=0

(−1)q dimHq(X,F)

で定義する。　但し hq(X,F) = dimHq(X,F)は全て有限で、有限個の qを

除き全て 0であると仮定する。この仮定が満たされない場合 χ(X,F)は定義

されないという。

オイラー標数について次の系は基本的である。

系 8.3 位相空間X 上の層の短完全列

0→ F → G → H→ 0

に対して χ(X,G),χ(X,F),χ(X,H)が定義されれば

χ(X,G) = χ(X,F) + χ(X,H)

が成り立つ。

証明

0→ F → G → H→ 0

に対するコホモロジーの長完全列

0→ H0(X,F)→ H0(X,G → H0(X,H)→

H1(X,F)→ H1(X,G)→ H1(X,H)→ · · ·

を作り、補題 8.1を適用すればよい。　 ¤
次の有限性定理は良く知られている。

定理 8.4 X をコンパクト複素多様体とする。F をX 上の解析的連接層とす

ると dimHq(X,F)は有限である。

証明　詳しい証明は面倒なので省くが、次のようにする。まず、F が局所自

由層の場合ドルボー同型 (定理 6.7）により、対応する正則ベクトル束を F と

書くと、q = 1なら

Hq(X,F) ∼ H0(X, ∂̄A0,q−1(F ))/∂̄H0(X,Aq−1(F ))

で更に F にエルミート計量、X にエルミート計量を入れると

Hq(X,F) ' Hq
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と調和形式の空間と同型になる。今、これらの計量に関するソボレフノルム

k kk を考えると楕円型作用素に関するゴルディング不等式から正の定数 Ck

が存在して

k η kk+25 Ck k η kk

が成り立つ。　従って、これを繰り返し使うと Hq の正規直交系の列は一様

収束部分列を持つ。　従って Hq は有限次元である。

一般の解析的連接層の場合はコンパクト性から有限の長さの局所自由分解

を持つので、局所自由の場合の有限性とコホモロジーの長完全列を考えれば、

やはり有限次元性が従う。

8.2 1次元コンパクト複素多様体上のリーマンロッホの定理

定義 8.5 X をコンパクト複素多様体とする。

dimH1(X,OX)

を不正則数 (irregularity)と呼び、通常 q(X)で表す。特に dimX = 1のと

き不正則数のことを X の種数 (genus)と書き、q(X)の代わりに通常 g(X)

で表す。

定理 8.6 (リーマンロッホの定理) X をコンパクトリーマン面とし LをX 上

の正則直線束とする。このとき

χ(X,OX(L)) = 1− g(X) + degL

が成り立つ。　ここで g(X)はX の種数である。

証明. Lが因子D =
P
aiPi に対応する場合にまず証明する。

D = 0は右辺の定義から明らかである。

SD. P をX の任意の点とする。完全列

0→ OX(D)→ OX(D + P )→ OX(D)⊗OX/MP → 0.

を考えるとコホモロジーの長完全列

hq(X,OX(D)⊗OX/MP )

(
1 (q = 0)

0 (q = 1)

を使うと

χ(X,OX(D + P )) = χ(X,OX(D)) + 1

55



が成り立つ。 したがってD + P についても定理は成り立つ。同様にD − P
についても定理が成り立つ。従って、帰納法により Lが因子に対応する場合

には証明が終わる。一方 Lを任意の直線束とすると

χ(X,OX(L+mP )) = χ(X,OX(L)) +m

が全ての整数mについて成り立つ。とくにmを十分大きくとると

χ(X,OX(L+mP )) > 0

とくにH0(X,OX(L+mP )) 6= 0である。σ ∈ H0(X,OX(L+mP ))を 0で

ない正則切断とする。D = (σ)とおくと、L+mP = OX(D)となる。即ち L

は因子D−mP に付随する直線束である。よって一般の場合の証明ができた。

¤

8.3 線形系と有理写像

Xをコンパクト複素多様体、LをX上の直線束とする。σ ∈ H0(X,OX(L))−
{0}を 0でない元とする。このとき σ の零因子 (σ)は σ に 0でない定数を掛

けても変わらない。そこで

| L |= P(H0(X,OX(L))− {0})

と定義し Lに付随する完備線形系 (complete linear sytem)という。

D = (σ),D0 = (σ0)を | L |の元とする。このとき σ/σ0 はX 上の有理型関

数である。 従って

D = D0 + (σ/σ0)

が成り立つ。 このとき D と D0 は　線形同値 (linearly equivalent) であ

るという。このとき L = OX(D)が成り立つ。D と D0 が線形同値であるた

めの必要十分条件は OX(D) ' OX(D0)が成り立つことである。

H0(X,OX(L))の基底 {σ0, · · · ,σN}に対して連比

[σ0 : · · · : σN ]

は

Bs | L |:= {x ∈ X | σ(x) = 0(∀σ ∈ H0(X,OX(L)))}.

の補集合で定義される。Bs | L |を | L |の底点集合 (base locus)という。即

ち底点集合とは正則写像の定義に障害となる集合のことである。

正則写像

Φ : X − Bs | L |−→ PN
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を

Φ(x) := [σ0(x) : · · · : σN (x)].

で定義できる。

8.4 エルミート接続、曲率

π : E −→ X

を正則ベクトル束とする。C∞ 切断 σ : X −→ E が与えられたとき、σ がど

のように変化しているのか、その変化率（微分）を求めたいというのは自然

な欲求である。ところが、切断の場合には、各ファイバー Ex(x ∈ X)での σ

の値 σ(x) ∈ Ex は、相異なる xにおいて比較する方法がアプリオリには与え

られていない（関数ならその値の差が意味があるが、この場合はそうは行か

ない）。そこで、接続という概念を導入することになる。

定義 8.7 (接続) E を可微分多様体X 上の複素ベクトル束とする。

D : C∞(X,E) −→ C∞(T ∗X ⊗ E)

が E の接続 (connection)であるとは、次が成り立つことをいう。

1. Dは C-線形である。

2. 任意の f ∈ C∞(X)と任意の σ ∈ C∞(X,E), に対してライプニッツ則:

D(f · σ) = df ⊗ σ + f ·Dσ

が成り立つ。

{e1, ·, er}を E の局所 C∞ フレームとする。このとき

Dei =
rX
j=1

θji ej ,

と書ける。ここで {θji }局所 C∞ １形式である。

行列 (θji )を接続行列 (connection matrix)といいAで表す。接続行列A

はフレーム {e1, · · · , er}の選び方に依存する。

定義 8.8 (　エルミート接続) (E, h)を複素多様体X 上のエルミート正則ベ

クトル束とする。E の接続 D がエルミート接続 (hermitian connection)

であるとは次が成り立つことである。

57



1. 　任意の正則フレーム {e1, · · · , er} に対して接続行列 Aの成分は (1, 0)

形式である。

2. Dhは恒等的に 0である。 即ち

d(h(σ, τ ))− h(Dσ, τ )− h(σ, Dτ) = 0

が任意の局所 C∞-切断 σ, τ に対して成り立つ。

注意 8.9 h(σ, τ )の変動から σ と τ から来る変動を引き去れば hの変動 Dh

が出るという仕組みと理解すればよい。

定理 8.10 (E, h)を複素多様体X 上のエルミートベクトル束とする。このと

き (E, h)は一意的にエルミート接続 Dを持つ。

証明. エルミート接続 D が存在したとしよう。{e1, · · · , er} を局所正則フ

レームとする。すると定義により接続行列 A = (θji )は (1, 0)型である。条件

Dh = 0により

∂hij =
rX

k=1

θikhkj , ∂̄hij =
rX

k=1

hikθ̄jk

が成り立つ。従って

θji =

rX
k=1

(∂hik)h
kj

が成り立つ。　別の言い方をすると

A = (∂h)h−1

が成り立つ。　以上からDは存在すれば一意的である。

局所的存在については、局所正則フレームをとって Aを上のように定義す

ればよい。大域的な存在については、局所的に定義した接続どうしが、共通

部分で一意性から貼り合わさるので自動的である。 ¤

X を可微分多様体とし E をX 上のベクトル束とする。

D : C∞(∧pT ∗X ⊗ E) −→ C∞(∧p+1T ∗X ⊗ E)

を

D(η ⊗ σ) = dη ⊗ σ + (−1)pη ∧Dσ

で定義する。Dをベクトル束 E の接続とするとき

D2 : C∞(X,E) −→ C∞(∧2T ∗X ⊗ E)
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は C∞(X,End(E)⊗ ∧2T ∗X)の元である。実際

D2(fσ) = D(df ⊗ σ + fDσ) = df ∧Dσ − df ∧Dσ + fD2σ = fD2σ

である。D2 をDの曲率形式 (curvature form)と呼ぶ。

接バンドルの接続に関しては、リーマン多様体には標準的な接続が一意的

に定まる。

定義 8.11 (レヴィ-チビタ接続）(M, g)をリーマン多様体とする。TM 上の

接続∇がレヴィーチビタ (Levi-Civita)接続であるとは、

∇g = 0

かつ、M 上の可微分ベクトル場X,Y に関して

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y (X)− [X,Y ]

で定義される捩れテンソルと呼ばれるテンソル場 T が恒等的に T ≡ 0 を満

たすことである。

　

定理 8.12 (M,g)をリーマン多様体とすると、(M, g)は一意的なレヴィ-チ

ビタ接続∇を持つ。

証明　問題は局所的なので局所座標 (x1, · · · , xn)をとってX
gijdx

i ⊗ dxj

と表示する。Xi = ∂/∂xi(1 5 i 5 n)

∇XiXj =

nX
k=1

ΓkijXk

と書く。

Γkij = Γ
k
ji

が T ≡ 0の条件である。∇g = 0から

Xkgij = g`jΓ
`
ki + gi`Γ

`
kj

を得る。よって

Γkij =
1

2
(gk`(Xkgi` +Xkgj` −X`gij)

を得る。　
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8.5 ベクトル束の正値性

(E, h)を正則エルミートベクトル束とするとき、(E, h)の正値性を定義す

ることができる。

定義 8.13 h(Θh(v),Θ(v))が全ての v ∈ Ex について正値 (1, 1)形式である

時 (E, h)をGriffith正であるという。　また、h(Θ(ξ), ξ0)(ξ, ξ0 ∈ TX ⊗ E)
が TX ⊗E 上の正値二次形式であるとき中野正 (Nakano positive)である

という。

Eを複素多様体X上の正則ベクトル束としE∗をその双対束とする。　また

P(E∗)を E∗に付随する射影空間束とする。　このとき、v∗ ∈ E∗に対して、

Kv∗ を Ker v∗ で定義するとき、v∗ に対して、商ベクトル空間 ξ := Ex/Kv∗

を対応させると、P(E∗)上の直線束 ξが定義される。　この ξを tautological

line bundleと呼ぶ。

定義 8.14 Eをコンパクト複素多様体上の正則ベクトル束とする。　 Eがア

ンプル（豊富）であるとは、tautological line bundleξが P(E∗)上のアンプル

直線束であることである。

小平の定理から次の命題が従う。

命題 8.15 　コンパクト複素多様体上のエルミートベクトル束 (E, h)がGrif-

fith正であれば、E はアンプルである。

次の問題は自然であるが、現在のところ良く分からない。

問題 8.16 E がアンプルであれば、E は Griffith正なエルミート計量 hを許

容するか？

一般に、エルミートベクトル束がアンプルということと、Griffith正である

ことはかなり密接な関係があると思われるが、中野正であることとは距離が

あるように思われる。　

一方、ベクトル束が中野正であれば、小平ー中野消滅定理が成り立つ。こ

のことは、中野正が意味のある定義である所以である。

8.6 チャーン類

X をコンパクト複素多様体、EをX 上の階数 rの正則ベクトル束とする。

hを E の C∞ エルミート計量とする。このとき

D : C∞(X,E) −→ C∞(X,T ∗X ⊗ E)
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をエルミート接続とする。Θ = D2 をその曲率形式とする。　このとき Θ ∈
∧2T ∗X ⊗ End(E)は (1, 1)型形式である。

det(1r +

√
−1
2π

Θ) = c0(E, h) + c1(E, h) + · · ·+ cr(E, h)

とおく。　ここで 1r はEの恒等写像、ck(E, h)は左辺の (k, k)型成分である。

このときビアンキの等式DΘ = 0から

dck(E, h) = 0

である。　また接続のとり方によらないことも２つの接続の差が End(E)値

1形式であることから分かる。

ck(E) ∈ H2k(X,C)

をX のチャーン類という。　　実際には

ck(E) ∈ H2k(X,Z)

となることが分かるが、この証明は省略する。　

c(E) = 1 + c1(E) + · · ·+ crE)

を全チャーン類 (total Chern class)と呼ぶ。

注意 8.17 チャーン類は S.S. Chernによって発見された特性類と呼ばれる、

ベクトル束に付随するコホモロジー類である。そのきっかけとなったのが、

Chern自身による高次元多様体に対するガウス-ボンネの定理の拡張であった。

　

チャーン類は次の性質を持つ。

1. f : X −→ Y を射とするとき c(f∗E) = f∗c(E)が成り立つ。

2. c(E ⊕ F ) = c(E) · c(F ),
3. 0→ E → F → Gを複素ベクトル束の完全列とするとき

c(F ) = c(E) · c(G)

が成り立つ。

例 8.18 Pn の全チャーン類 c(Pn)は

c(Pn) = (1 +H)n+1

で与えられる。　ここでH = c1(O(1))である。
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証明　 nに関する帰納法で証明する。n = 1の場合は明らかである。n− 1ま
で証明できたとする。H を Pn の超平面とすると、ベクトル束の完全列

0→ TH → TPn | H → NH/Pn → 0

がある。従って、

c(TPn) | H = c(TH) · c(NH/Pn)

である。ここで帰納法の仮定から c(TH) = (1+H)n、また c(NH/Pn) = 1+H

であるから

c(TPn) | H = (1 +H)n+1 | H

が成り立つ。　これから cn(Pn) = (n+1)Hnを証明すればよいことが分かる。

¤

例 8.19 X を Pn+1 の次数 dの滑らかな超曲面とする。このとき

c(Pn+1) |X= c(X) · c(NX/Pn+1)

が成り立つ。実際

0→ TX → TPn+1 |X→ NX/Pn+1 → 0

で、c(NX/Pn+1) = 1 + dH である。従って

c(Pn+1) |X= c(X) · c(NX/Pn+1)

が成り立つ。　これから

c(X) = (1 +H)n+2(1 + dH)−1 | X

となる。特に

c1(X) = −(d− n− 2)H | X

が成り立つ。　 ¤

8.7 一般次元代数多様体のリーマンロッホの定理

一般次元のコンパクト複素多様体に対してもリーマンロッホの定理と呼ば

れるオイラー標数に関する公式が知られている。コンパクト複素多様体X 上

の正則ベクトル束 E に対して E のチャーン類を

c(E) =

rY
i=1

(1 + γi) = c0(E) + · · ·+ cr(E)
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と形式的に書いておく。

そのチャーン指標 (Chern character)ch(E)を

ch(E) =

rX
i=1

eγi = r + c1(E) + · · ·+ · · ·

で定義する。また E のトッド類 (Todd class)を

td(E) =

rX
i=1

γi
1− eγi

で定義する。

定理 8.20 (Hirzebruch, Atiyah-Singer)

χ(X,OX(E)) = [ch(E)td(TX)][X]

が成り立つ。

証明は省略するが、

9 調和積分論

この節では調和積分論について解説する。　　ドルボー同型から、局所自

由層のコホモロジーは、微分形式の ∂̄ コホモロジーと同型になる。つまり、

各コホモロジー類はベクトル束に値を持つ微分形式で代表される。しかし、

その代表元は無数にあって、定まらない。　ここでは、その代表元を決める

ことを考える。　一番自然なのは、一番無駄のない代表元を選ぶことであろ

う。　つまり、コホモロジー類の中で、一番「小さな」微分形式を選ぶとい

うことである。

9.1 有限次元モデル

· · ·Vi−1 → Vi → Vi+1 → · · ·

を有限次元複素ベクトル空間の複体とする。　即ち、線形写像

di : Vi −→ Vi+1.

が定義され、di+1 ◦ di = 0を満たすものとする。このとき

Hq = Ker dq/Im dq−1
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をコホモロジーという。さて Vi はエルミート計量 hi を持つとしよう。この

とき随伴作用素

d∗i : Vi −→ Vi−1

が関係式

hi+1(div, w) = hi(v, d
∗
iw)

で定義される。これは正規直交系に関して di を行列表示した場合、d∗i は di

の複素随伴行列で定義されることを意味する。ラプラス作用素を

∆i := d
∗
i di + di−1d

∗
i−1 : Vi −→ Vi.

で定義する。∆i は自己随伴かつ半正定値である。　実際

hi(∆iv,w) = hi(v.∆iw)

で

hi(∆iv, v) = hi+1(div, div) + hi−1(d
∗
i−1v, d

∗
i−1v)

が成り立つ。　即ちラプラス作用素は Vi の正規直交基底に関して、半正定値

エルミート行列で表される。調和空間を

Hp := Ker∆p.

で定義する。直交分解

Vi = Hi + (Hi)⊥

を取ると、

∆i | (Hi)⊥ : (Hi)⊥ −→ (Hi)⊥

は同型写像である。　この逆写像を Gi と書き、グリーン作用素という。

Vi = Hi +Gi∆iVi

と直交分解されるさらに

Vi = Hi + di−1(d∗i−1GiVi) + d∗i (diGiVi)

の形に直交分解する。
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9.2 エルミート計量

X をコンパクト複素多様体 E を X 上の正則ベクトル束とし、U = {Uα}
をX の有限被覆で E | Uα が自明になるものとする。

Φα : O⊕rUα −→ OUα(E)

を局所自明化とする。

{eα1 , · · · eαr }を局所自明化 Φα に付随する局所フレームとする。, i.e., eαi is

a holomorphic section of E over Uα corresponds to the vector⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

·
·
·
1

·
·
·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
このときトランジション関数 {Gαβ が

(eα1 , · · · eαr ) = (eβ1 , · · · eαr )Gαβ

で定義される。

hを E の C∞ エルミート計量、即ち C∞(Uα)成分のエルミート行列の系

h = {hα}で

GtαβhαḠαβ = hβ

が Uα ∩ Uβ で満たすものとする。

このとき hはEの各 xにおけるファイバーEx のエルミート内積を与える。

9.3 ホッジ ∗作用素

X を次元 nの複素多様体とし、gをX のエルミート計量とする。即ち gは

TX のエルミート計量である。

ω :=

√
−1
2

X
ij

gij̄dz
i ∧ dz̄j
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を基本２形式という。　 ω は実形式である。ωn は X の向き付けを与える。

x ∈ X を一つ固定する。

ホッジ ∗作用素

∗ : ∧·T ∗xXR −→ ∧·T ∗xXR

を次のように定義する。, ∗はXの実余接空間T ∗XRの正規直交基底{e∗1, · · · , e∗2n}
に対して

∗e∗I := ±e∗J

で定義する。ここで

I = (i1, · · · , ip), J = (j1, · · · , j2n−p)

で

{I, J} = {1, · · · , 2n}

と

eI ∧ eJ =
1

n!
ωn

が満たされているものとする。　 ∗を線形写像

∗ : ∧pT ∗xXR −→ ∧qT ∗xXR

に拡張する。また

∗̄ : Ap.q(X) −→ An−p,n−q(X)

をホッジ ∗作用素と複素共役を合成したものとする。

さて、Ap,q(X)に内積

(η, η0) =
Z
X

η∗̄η0

を入れる。この内積による Ap,q(X)の完備化をとり、ヒルベルト空間

L2(p,q)(X)

が定義される。

∂ : Ap,q(X) −→ Ap+1,q(X), ∂̄ : Ap,q(X) −→ Ap,q+1(X)

の随伴作用素を求めておこう。Z
X

∂η∗̄η0 = (−1)p+q+1
Z
X

η∗̄∗̄∂∗̄η0
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であるから、

∂∗ = (−1)p+q+1 ∗ ∂̄∗

を得る。同様に

∂̄∗ = (−1)p+q+1 ∗ ∂∗

も得られる。　このように随伴作用素は一階の偏微分作用素である。

9.4 ケーラー多様体

ケーラー多様体はシンプレクティック多様体の一種である。(X, g)をエル

ミート多様体とする。基本 2形式 ω を正則局所座標 (z1, · · · , zn)に対して

ω :=

√
−1
2

X
gij̄dz

i ∧ dz̄j

で定義する。

定義 9.1 (X, g)をエルミート多様体とする。(X, g)がケーラー多様体 (Kähler

manifold)であるとは基本 2形式 ωがが d閉、即ち dω = 0が成り立つこと

である。

　

ケーラー多様体の定義である dω = 0の意味を考えよう。

定理 9.2 (X,ω)をケーラー多様体とすると、X の各点 xの近傍の局所座標

(z1, · · · , zn)を

gij̄ = δij +O(| z |2)

となるように取れる。

証明. xの近傍での局所座標を (z1, · · · , zn) xで対角化して、局所座標を線形

変換してとする。

gij̄ = δij + ∂kgij̄zk + ∂k̄gij̄ z̄k +O(| z |2)

とテーラー展開する。dω = 0は

∂kgij̄ = ∂igkj̄

と同値である。さらに

gij̄ = gjī
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となるので

∂kgij̄ = ∂̄kgjī

が成り立つ。

さて

wj = zj +
X

bjk`z
kz`

と２次座標変換をすることを考える。

今

bjk` =　

とおくと　 ¤
エルミート多様体は自然にリーマン多様体と見なせる。このとき正則接バ

ンドルには、自然にエルミート接続が入る。　その一方で、

9.5 調和積分論

ドルボー同型から

Hq(X,OX(E)) ' Ker {∂̄ : A0,q(L)→ A0,q+1(E)}/∂̄A0,q−1(E)

が全ての q = 0について成立した。　ここでは、調和微分形式を用いて右辺

の良い代表元を探すことを試みる。

(X,ω)をコンパクトケーラー多様体、　 (E, h)を X 上のエルミートベク

トル束とする。

∆0 := ∂∂∗ + ∂∗∂

∆00 := ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄

とおく。と∆0,∆00 は Ap,q(E)からそれ自身への線形作用素である。

Hp,q(E) := Ker {∆00 : Ap,q(E) −→ Ap,q(E)}

とおき E 値調和 (p, q)形式の空間と呼ぶ。

定理 9.3 (X,ω)をコンパクトケーラー多様体、　 (E, h)をX 上のエルミー

トベクトル束とする。このとき次が成り立つ。　

1. 　 dimHp,q(E) <∞であり、

Hp,q(E) ' Hq(X,ΩpX(E))

が成り立つ。
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2. 直交分解

Ap,q(E) = Hp,q(E) + ∂̄Ap,q−1(E) + ∂̄∗Ap,q+1(E)

が成り立つ。

9.6 Hodge分解

この節では、Eが自明な直線束の場合の調和積分論を考える。(X,ω)をコ

ンパクトケーラー多様体、Dを TX のエルミート接続とする。

∆ = D0D0∗ +D0∗D0

∆00 = D0D0∗ +D0∗D0

と置く。　このとき

補題 9.4

∆0 = ∆prime0

が成り立つ。

定理 9.5 (X,ω)をコンパクトケーラー多様体、　 (E, h)をX 上のエルミー

トベクトル束とする。このとき次が成り立つ。　

1. 　 dimHp,q <∞であり、

Hp,q(E) ' Hq(X,ΩpX(E))

が成り立つ。

2. 直交分解

Ap,q(X) = Hp,q + ∂̄Ap,q−1(X) + ∂̄∗Ap,q+1(X)

が成り立つ。

3. Hr(X,C) ' ⊕p+q=rHp,q
4. ¯Hp,q = Hq,p.

この定理から直ちにコンパクトケーラー多様体に関する次の位相的条件が得

られる。

系 9.6 X をコンパクトケーラー多様体とすると、奇数次のベッチ数は偶数

である。
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10 L2-評価式とネーデルの消滅定理

10.1 ケーラー等式

(X,ω)をケーラー多様体とし、(E, h)をX 上のエルミート正則ベクトル束

とする。

Ap,q(X,E) = C∞(X,∧pT ∗X ⊗ ∧q ¯T ∗X ⊗ E)

とおく

L : Ap,q(X,E) −→ Ap+1,q+1(X,E)

を

Lη := ω ∧ η　 (η ∈ Ap,q(X,E))

で定義する。

λ : Ap,q(X,E) −→ Ap−1,q−1(X,E)

を Lの形式的随伴作用素とする。即ち

(Lη, τ) = (η,Λτ )(η ∈ Ap−1,q−1(X,E), τ ∈ Ap,q(X,E))

　が成り立つように定義する。

10.2 Bochner-小平-中野の公式

(E, h) をコンパクトケーラー多様体 (X,ω) 上のエルミート正則ベクトル

束とする。Dを (E, h)のエルミート接続とし、ΘE = D
2 をその曲率形式と

する。

D = D0 +D00

と (1, 0)部分D0 と (0, 1)部分D00 に分解しておく。

補題 10.1 (ケーラー等式)

[D00∗, L] =
√
−1D, [D0,∗, L] = −

√
−1D00

[Λ,D00] = −
√
−1D0,∗, [Λ, D0] =

√
−1D00∗

Proof. x ∈ X を X の任意の一点とする。(X,ω)はケーラーであるから xを

中心とする正則局所座標 (z1, . . . , zn)で

ω =
√
−1
X
i

dzi ∧ dz̄i +O(| z |2)
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が xの近傍で成り立つものが存在する。D0,D00, D0∗, D00∗ は一階の偏微分作

用素である、この等式を証明するにはX は Cn に標準計量を考えたものとし

て証明すれば十分である。この場合は直接計算により確かめられる。¤

定理 10.2 (Bochner-小平-中野公式)

∆00 = ∆0 + [Θ(E),Λ]

証明

∆00 = [D00,D00∗] = −
√
−1[D00, [Λ, D0]]

ヤコビ等式より

[D00, [Λ, D0]] = [Λ, [D0, D00]] + [D0, [D00,Λ]] = [Λ,Θ(E)] +
√
−1[D0, D0∗]

¤

これから基本等式

k D00u k2 + k D00∗u k2≥
Z
X

h[
√
−1ΘE ,Λ]u, uidVω.

が成り立つ。従って曲率形式 ΘE が中野の意味で正値であれば [
√
−1ΘE ,Λ]

が E 値 (n, q)形式上正になる。実際、E 値 (n, q)形式上

[
√
−1ΘE ,Λ] =

√
−1ΘEΛ

であるから中野正値性の定義より、正作用素である。

従って Bochner-小平-中野公式より、η を E 値調和 (n, q)形式とすると、

0 = h∆00η, ηi = h∆0η, ηi+ h[
√
−1ΘE ,Λ]η, ηi

かつ

h∆0η, ηi = 0

より

h[
√
−1ΘE ,Λ]η, ηi 5 0

を得る。　 [
√
−1ΘE ,Λ]は正値であるから、これから η = 0となる。　従って

E値調和 (n, q)形式は全て 0となる。　従って定理 9.3より。次が成り立つ。

定理 10.3 (小平ー中野消滅定理) X をコンパクトケーラー多様体、(E, h)を

X 上の中野の意味で正な正則エルミートベクトル束とする。

このとき

Hq(X,OX(KX ⊗ E)) = 0

が全ての q ≥ 1に対して成り立つ。¤
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特に直線束に関しては、次のように述べられる。

定理 10.4 (小平消滅定理) X をコンパクトケーラー多様体。　 LをX 上の

正の直線束とする。このとき

Hq(X,OX(KX + L)) = 0

が全ての q = 1について成り立つ。¤

10.3 弱１完備多様体上の L2-評価

定義 10.5 Let X be a complex manifold. X is said to be weakly 1-complete,

if there exists a smooth plurisubhamonic exhaustion function.

The important fact is that a weakly 1-complete Kähler manifold (X,ω)

admits a complete Kähler metric. In fact let ψ be a smooth plurisubhamonic

exhaustion function on X. Then

ωε := ω + ε
√
−1∂∂̄ψ2 = ω + 2ε(2

√
−1∂∂̄ψ +

√
−1∂ψ ∧ ∂̄ψ)

is a complete Kähler metric on X. This implies that letting ε tend to 0,

the L2-existence theorem on (X,ωε) implies the L
2-existence theorem on

(possibly incomplete) (X,ω).

定理 10.6 Let (X,ω) be a weakly 1-complete Kähler manifold. Let F be a

hermitian line bundle and let

γ1(x) � . . . � γn(x)

be the curvature eigenvalue with respect to ω. Assume that the curvature

ΘF is positive. Then for any form f ∈ L2(X,∧n,qT ∗X ⊗ F ) satisfying

∂̄f = 0

and Z
X

(γ1 + · · ·+ γq)
−1 | f |2 dVω <∞,

there exists u ∈ L2(X,∧n,q−1T ∗X ⊗ F ) such that

D00u = f

and Z
X

| u |2 dVω �
Z
X

(γ1 + · · ·+ γq)
−1 | f |2 dVω

hold.
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Proof. As above we may assume that (X,ω) is a complete Kähler manifold.

Let x be a point on X We take a local coordinate (z1, . . . , zn) around x so

that

ω(x) =
√
−1
X

dzj ∧ dzj

and

ΘF (x) =
√
−1
X

γjdzj ∧ dz̄j

holds. Let

u =
X

uJKdzJ ∧ dz̄K ⊗ e

a F -valued (p, q)-form. Then we have

h[ΘF ,Λ]u, i =
X

|J|=p,|K|=q
(
X
j∈J

γj +
X
j∈K

γj −
nX
j=1

γj) | uJK |2

= (γ1 + · · ·+ γq − γn−p+1 − · · ·− γn) | u |2

holds. If u is of type (q, n), then we have that

h[ΘF ,Λ]u, i ≥ (γ1 + · · · γq) | u |2

This implies that for every f ∈ L2(X,∧n,qT ∗X ⊗ F ) such that D00f = 0,Z
X

(γ1 + · · ·+ γq) | f |2 dV �k D00f k2 + k D00∗f k2=k D00∗f k2

holds. Let us denote the operator [ΘF ,Λ] by A. Then we have that for

every v ∈ C∞0 (X,∧n,qT ∗X ⊗ F )

| hf, vi |2� (
Z
X

hA−1f, fidVω)· k D00∗v k2

by Schwarz inequality. Then the linear form :

D00∗v → hv, fi

is continuous. Hahn-Banach の拡張定理から u ∈ L2(X,∧n,q−1T ∗X ⊗ F )
such that

hv, fi = hD00∗v, fi

holds for every v ∈ C∞(X,∧n,qT ∗X ⊗ F ). Hence we have that

D00u = f

holds in the sense of distribution. Q.E.D.
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定理 10.7 Let (X,ω) be a weakly 1-complete Kähler manifold of dimension

n. Let (L, h) be a singular hermitian line bundle on X. Suppose that

Θh ≥ εω

holds for some ε > 0. Then for every f ∈ L2(X,∧n,qT ∗X ⊗ L) satisfying
D00f = 0, there exists u ∈ L2(X,∧n,q−1T ∗X ⊗ F ) such that D00u = f andZ

X

| u |2 dVω �
1

qε

Z
X

| f |2 dVω

hold.

Proof. By using the standard smoothing of the metric h by using molifier,

we may construct a solution of the equation as a limit of smooth solutions.

Q.E.D.

10.4 Nadel’s vanishing theorem

The following theorem is fundamental in the applications of multiplier

ideal sheaves.

定理 10.8 (Nadel’s vanishing theorem [?, p.561]) Let (L, h) be a singular

hermitian line bundle on a compact Kähler manifold M of dimension n and

let ω be a Kähler form on M . Suppose that Θh is strictly positive, i.e., there

exists a positive constant ε such that

Θh ≥ εω

holds. Then I(h) is a coherent sheaf of OM ideal and for every q ≥ 1

Hq(M,OM (KM + L)⊗ I(h)) = 0

holds.

Proof. We see that the Dolbeault cohomology of {L2(X,∧n,qT ∗X⊗L), D00}nq=0
coincides with the cohomology {Hq(M,OM (KM+L)⊗I(h))}, since {L2(∧n,qT ∗X⊗
L), D00}nq=0 is a fine resolution of OM (KM+L)⊗I(h) by Theorem 3.5. Then
by Theorem 3.5, we obtain the desired vanishing theorem.

Then coherence of I(h) follows from the L2-estimate and the following

theorem.

定理 10.9 (Artin-Rees) LetM be a finitely generated module over a Noethe-

rian ring R and let N ,N 0 be a submodule ofM . Let I be an ideal in R. Then

there exists a positive integer r such that for every m ≥ r,

ImN ∩N 0 = Im−r(IrN ∩N 0)

holds
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Now we shall prove the coherence, since the problem is local we may assume

thatM is a polydisk∆n and L is a trivial line bundle with singular hermitian

metric e−ϕ. Let Ix be a ideal of Ox generated by L2-holomorphic function
with respect to e−ϕ on ∆n. Then apparently

Ix ⊆ I(h)x

holds. The coherence of I(h) is equivalent to the equality of the above
inclusion for every x ∈ ∆n, since Ox is a Noetherian ring. Then by the
Artin-Rees theorem, we see that it is sufficient to verify that

Ix +Mm
x ∩ I(h)x = I(h)x

holds for every m ≥ 1, where Mx denotes the maximal ideal of Ox. Let
f ∈ I(h)x. Let V be an open neighbourhood of x such that f is defined on

V . Let ρ ∈ C∞0 (V ) be a cut off function on V , i.e. ρ ≡ 1 on a neighbourhoof
of x and 0 � ρ � 1 on V . Then there exists a solution of the ∂̄-equation :

∂̄u = ∂̄(ρ · f)

with the estimate Z
∆n

| u |2 e−ϕ+2(n+m) log|z−x|dμ <∞.

Then the holomorphic function ρf − u defines a germ g of Ix such that
g − f ∈Mm

x ∩ I(h)x. This completes the proof. Q.E.D.

The Nadel vanishing theorem is very useful and includes many other van-

ishing theorems as special cases.

定理 10.10 (川又-Viehweg消滅定理) X を滑らかな射影代数多様体 Lを数

値的に半正（ネフ）かつビッグなX 上の直線束とする。このとき

Hq(X,OX(KX + L)) = 0

が全ての q ≥ 1について成り立つ。

補題 10.11 (小平の補題) Let L be a big line bundle on a smooth projective

manifold X. Then there exists an effective Q-divisor E such that L− E is

an ample Q-line bundle on X.

Proof. Let H be an smooth very ample divisor on X. Since the kernel of

the homomorphism

H0(X,OX(mL))→ H0(H,OH(mL))
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is not 0 by the bigness of L,

H0(X,OX(mL−H)) 6= 0

holds for every sufficiently large m. Let E0 be a member of | m0L−H | and
set

E =
1

m0
E0.

Then we see that L− E is ample. Q.E.D.

Now we shall prove Theorem 3.3. Let E be an effective Q-divisor on

X such that L − E is ample. Then since L is nef and big by Kleinman’s

criterion for ampleness, for every sufficiently small positive number ², L−²E
is ample. Let a be a positive integer such that aE is an integral divisor. Let

σ ∈ Γ(X,OX(aE)) be a nonzero global section such that (σ) = aE. Let ²
be a small positive number. Then then since L− ²E is ample, there exits a
C∞-hermitian metric h0 on L such that

h :=
h0

| σ |2²/a

is a singular hemitian metric with strictly positive curvature.

If we take ² sufficiently small, we see that

I(h) = OX

holds. Then by Nadel’s vanishing theorem, we see that

Hq(X,OX(KX + L)) = 0

holds for every q ≥ 1. Q.E.D.

11 セールの双対定理

定理 11.1 (Serre duality) Let X be a compact complex manifold and let E

be a holomorphic vector bundle on X. Then

Hq(X,O(E)) ' (Hn−q(X,O(KX ⊗ E∗)))∗

holds.

Proof. Let us fix hermitian metric hE on E and a hermitian metric g on

X.

ThenHq(X,O(E)) is isomorphic to the space of E-valued harmonic (0, q)-
forms H0,q(E). Then the Hodge star operator

∗ : H0,q(E) −→ Hn,n−q(E∗)

defines the isomorphism between H0,q(E) and Hn,q(E∗). ¤
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12 代数曲線、コンパクトリーマン面

X を 1次元コンパクト複素多様体とする。このとき X はコンパクトリー

マン面と呼ばれる。gをX のエルミート計量として

ω =
√
−1gdz ∧ dz̄

とおくと正値 (1, 1)形式である。dimX = 1であるから、dω = 0となり (X,ω)

はケーラー多様体である。　指数列

H1(X,O∗)→ H2(X,Z)→ H2(X,OX)→

を考えると、ドルボー同型とX が一次元であることからH2(X,OX) = 0 が

成り立つので

H1(X,O∗)→ H2(X,Z)

は全射である。ドラムコホモロジー類 [ω]が [ω] ∈ H2(X,Z) となるようにと

ると

L ∈ H1(X,O∗X)

で c1(L) = ω となるものがとれる。

Let L be an invertible sheaf on a complex manifold X. Let U = {Uα} be
an opne covering of X such that

L | Uα ' OX | Uα

Let h be a C∞-hermitian metric on L The first Chern form is given by

−
√
−1
2π

∂∂̄ log h.

This is because the relation

hα =| φαβ |−2 hβ

implies that

log hα − log hβ = log | φαβ |−2

Hence we see that

−
√
−1∂∂̄ log hα

is well defined 2-form on X which represents c1(L).

γαβγ =
1

2π
√
−1 log φαβ +

1

2π
√
−1 log φβγ +

1

2π
√
−1 log φγα
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is the 2-cocycle in Z2(U ,Z) which represents the 1-st Chern class c1(L).
Taking ∂ we have

δ{∂ log φαβ} = 0

holds. We note that

∂ log | φαβ |2= ∂ log hα − ∂ log hβ

holds. Hence we have that
√
−1
2π

∂∂̄ log hα

is well defined 2-form on X which represents c1(L).

13 Compact Riemann surfaces and Projec-

tive curves

定理 13.1 Let X be a compact Riemann surface and let D be a divisor on

X with degD = 3. Then | KX +D | is very ample.

Proof. Let P,Q be arbitrary points on X. Then by Kodaira’s vanishing

theorem, we see that

H1(X,OX(KX +D − P −Q)) = 0

holds. Hence we have that if P 6= Q

H0(X,OX(KX +D))→ H0(P,OP (KX +D))⊕H0(X,OQ(KX +D))

is surjective. If P = Q, then we see that | KX +D | separates 1-jets. This
completes the proof. ¤.

系 13.2 Let X be a compact Riemann surface of genus 0, then X is iso-

morphic to P1.

系 13.3 If X is a compact curve of genus = 2, then | 3KX | is very ample.
¤

14 Kähler metric on compact complex curves

定理 14.1 Let X be a compact complex curve of genus = 2. Then X admits

a Kähler metric g with Θg = −g.
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Proof. Let g be an arbitrary hermitian metric on TX. Let ω be the

associated Kähler form on X. We shall assume that ω is cohomologous to

2πc1(KX). Then there exists a C
∞-volume form Ω such that

ω =
√
−1∂∂̄ logΩ.

We want to solve the equation

√
−1∂∂̄ log(ω +

√
−1∂∂̄) = ω +

√
−1∂∂̄

on X. Then we reduce the above equation to

log
(ω +

√
−1∂∂̄u)
Ω

= u.

To solve this equation, we shall consider the parabolic version :

∂u

∂t
= log

(ω +
√
−1∂∂̄u)
Ω

− u.X × [0, T )

with the initial value u = 0, where T is the maximal existence time for

C∞-solution. If we write

ω̃ := ω +
√
−1∂∂̄u,

then we have

∂

∂t
(
∂u

∂t
) = ∆̃

∂u

∂t
− ∂u

∂t

holds. Hence we have that there exists a positive constant C such that

| ∂u
∂t
|5 C · e−t

holds on X.

We set

f := ω/Ω.

The equation turns out

1−∆u = f exp(∂u
∂t
+ u).

The right hand side is uniformly bounded. Hence ∆u is also uniformly

bounded on X. By Green’s formula we see that

u =
1

Vol(X)
(

Z
X

udVg) +

Z
X

G(x, y)∆u(y)

holds. Hence we see that u is C1-function. Then by using the equation

inductively we see that u is C∞(X× [0, T ). Hence by the uniform extimate,
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we see that T =∞ holds. And the concavity of u in time direction, we see

that

u∞(x) = lim
t→∞

u(x, t)

exists and C∞ on X and satisfis the equation

log
(ω +

√
−1∂∂̄u∞)
Ω

= u∞.

This completes the proof. ¤

15 ベルグマン核

15.1 古典的ベルグマン核

Ωを Cn の有界領域とする。

A2(Ω) := {f ∈ O(Ω) |
Z
Ω

| f |2 dμ <∞}

とおく。　ここで dμは Cn のルベーグ測度である。A2(Ω)は、内積

(f, g) :=

Z
Ω

f · ḡdμ

に関してヒルベルト空間の構造を持つ。{fi}∞i=1 を A2(Ω)の完備正規直交基

底とする。このとき

KΩ(z, w) =

∞X
i=1

fi(z) ¯fi(w)

とおき、Ωのベルグマン核 (Bergman kernel)という。

定理 15.1 KΩ(z, w)は定義できる。

証明　 z ∈ Ωに対して線形汎関数

ez : A
2(Ω) −→ C

を

ez(f) = f(z)

で定義する。このとき ez は有界汎関数である。　即ち C > 0が存在して

| ez(f) |5 C k f k
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が成り立つ。実際 | f |2 は多重劣調和であるから B(z, r) ⊂⊂ Ωとなる r > 0

に対して

| ez(f) |25
1

Vol(B(z, r))

Z
B(z,r)

| f |2 dμ 5 1

Vol(B(z, r))
k f k2

が成り立つ。

従って Rieszの表現定理により任意の f ∈ A2(Ω)に対して

ez(f(w)) = (f(w), ¯K(z, w))

となる wの正則関数 ¯K(z, w) ∈ A2(Ω)が存在する。

K(z, w) =
∞X
i=1

ai ¯fi(w)

と展開すると、

ai = fi(z) = (fi(w), ¯K(z, w))

が成り立つ。　即ち

K(z, w) =
X

fi(z) ¯fi(w)

となりKΩ(z, w)の収束が証明された。　 ¤

ω =
√
−1∂∂̄ logKΩ(z, z)

は、射影埋め込み

Φ : Ω −→ P∞

Φ(z) = [f1(z) : · · · : fm(z) : · · · ]

に依る P∞上の Fubini-Studyケーラー形式の引き戻しであるから ωは Ω上、

至るところ正定値の C∞ ケーラー形式である。ω を Ωの　ベルグマン計量

(Bergman metric)という。

ωはΩの正則自己同型群Aut(Ω)で不変である。実際 φ ∈ Aut(Ω)とすると

φ∗KΩ(z, z) =| det dφ |2 KΩ(z, z)

が成り立つので、明らかである。

さてKΩ(z, z)を改めてKΩ(z)
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15.2 随伴直線束とベルグマン計量

X を n次元コンパクト複素多様体、(L, h)をX上のエルミート直線束とす

る。このときH0(X,OX(KX + L))の内積を

(σ,σ0) := (
√
−1)n2

Z
X

h · σ ∧ σ̄0

で定義する。　このとき

16 複素多様体の変形

定義 16.1 f : X −→ S がコンパクト複素多様体の複素解析族であるとは

1. X,S は複素多様体で f は全射正則写像。

2. f のファイバーXs := f
−1(s)は全て連結。

3. f は固有で、微分写像 df : TX −→ TS は X 上至る所極大階数 (即ち、

rank df = dimS が成り立つことである。

定理 16.2 f : X −→ S を複素解析族とする。このとき f : X −→ S は可

微分局所自明である。即ち任意の s ∈ S に対して、ある近傍 U が存在して、

f | f−1(U) : f−1(U) −→ U はファイバー空間としてXs×U に可微分同相で

ある。

証明　まず可微分多様体に関する命題であるからX,Sは可微分多様体、f は

極大階数の全射固有写像で、ファイバーは全て連結とする。

まず S を開区間 (−1, 1)として証明する。

f は固有写像であるから必要なら Sをさらに小さくとってX の座標近傍系

U = {(Uα,ϕα)}を

ϕα = (xα, tα)

tα = f
∗t

となるようにとれる。さて、U に付随する 1の分解を {φα}とおくと

θ :=
X
α

φα∂/∂tα

はX 上の C∞ ベクトル場を定める。

ここで微分方程式

dxα
dt

= θ(xα, sα)xα

を考えると、この解は局所 1パラメーター変換群 {ψt}を生成する。

Φ : X0 × (−1, 1) −→ X
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を

Φ(x, t) = ψt(x)

で与えることができる。　従って、f : X −→ (−1, 1)は可微分局所自明であ

る。¤

さて、複素解析族 f : X −→ ∆m が与えられたとする。∆m をさらに小さ

くとってX の正則座標近傍系 U = {(Uα,ϕα)}を

ϕα = (xα, tα)

tα = f
∗t, t = (t1, · · · , tm)

となるようにとれる。各 Uα 上の正則ベクトル場 ∂/∂tjα は ∂/∂tj の持ち上げ

である。即ち

dπ(∂/∂tjα) = ∂/∂tj

が成り立つ。Uα ∩ Uβ 上の正則ベクトル場を

θjαβ := ∂/∂tjα − ∂/∂tjβ (1 5 j 5 m)

で定義する。

dπ(θαβ) = ∂/∂tj − ∂/∂tj = 0

であるから、θαβ はファイバーに沿った正則ベクトル場即ち

θαβ ∈ Γ(Uα ∩ Uβ ,OX(TX/S))

である。　このとき明らかにコサイクル条件

θjαβ + θjβγ + θjγα = 0

が各 Uα ∩Uβ ∩Uγ で成り立つ。即ち {θαβ} ∈ Z1(U ,OX(TX/S)) が成り立つ。

{θjαβ}のコホモロジー類を

ρ(∂/∂tj) ∈ H1(X,OX(TX/S))

と書く。ρ(∂/∂tj)は持ち上げと U の取り方に依存しないことは２つの持ち上

げの差が TX/S の正則切断になることから明らかであろう。

{θjαβ} = δ{ηα}
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と C0(U ,OX(TX/S))の元のコバウンダリとして書けるなら、

Zj | Uα := ∂/∂tjα − ηα

とおくと Zj は ∂/∂tj の正則な持ち上げである。従って、この場合、X は tj

方向には局所自明である。また

ρs : TSs −→ H1(Xs,OXs(TXs))

が

ρs(∂/∂t
j) = {θjαβ | Xs}

として定義される。

定義 16.3

ρs : TSs −→ H1(Xs,OXs
(TXs))

を小平ースペンサー写像、又は複素構造の微分という。

上の考察から

定理 16.4

f : X −→ S

を複素解析族とする。　もし ρs : TSs −→ H1(Xs,OXs(TXs))が sに依らず

恒等的に 0写像であれば f : X −→ S は複素解析的に局所自明である。

例 16.5 X を種数 g = 2のコンパクトリーマン面とすると

dimH1(X,OX(TX)) = 3g − 3

である。

証明　 deg TX = − degKX < 2− 2g < 0なので

dimH0(X,OX(TX)) = 0

リーマンロッホの定理から

− dimH1(X,OX(TX)) = 1− g + (2− 2g) = 3− 3g

である。　 ¤
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定義 16.6 (完備性）複素解析族 f : X −→ S が s0 ∈ S で完備であるとは、

任意の複素解析族 f 0 : X 0 −→ S0 で Xs0 ' Xs00 となるものに対して s00 のあ

る近傍 V と φ : V −→ S が存在して

(f 0)−1(V ) = X ×φ V

が成り立つことである。つまり s0 の近くの複素構造を f : X −→ S が全て

含むということである。

定理 16.7 X を種数 g = 2のコンパクトリーマン面とすると X を含む完備

な複素解析族が存在する。

証明　ドルボー同型から、H1(X,OX(TX))の元は、TX 値、∂̄ 閉な (0, 1)形

式で代表される。　それらの代表元を {θ1, · · · , θ3g−3}とする。

θ =

3g−3X
i=1

tiθi

とおく。このとき

∂̄θ = ∂̄ − θ

と置くと、

∂̄2θ = 0

である。　 Newlander-Nirenbergの定理により、∂̄θ は | ti |が十分小さけれ

ば、複素構造を定める。(t1, · · · , t3g−3)の任意性から定理が従う。¤

17 倉西族

f : X −→ ∆m を複素解析族とする。このとき可微分自明化

Φ : X0 ×∆m −→ X

が存在する。このときX 上の ∂̄ 作用素はX0 ×∆m でどのように見えるだろ

うか。つまり

Φ∗ ◦ ∂̄ ◦ (Φ∗)−1 = ∂̄ + θ

と書くとき θ は何者であろうか。今 U = {Uj} を X0 の座標近傍系として

z ∈ Uj に対して

Φ(z, t) = (ζj(z, t), t)
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と書く

ζj(z, t) = (ζ
1
j (z, t), · · · , ζnj (z, t))

各Xt は z → ζj(z, t)が複素座標となる複素構造を持つ。∆m を十分小さくと

ると

det(
∂ζαj
∂zλ

) 6= 0

としてよい。この仮定から

∂̄ζαj (z, t) =
nX

λ=1

ϕλj ∂λζ
α(z, t)

なる (0, 1)形式

ϕλj =
nX

ν=1

ϕλjν̄dz̄
ν

が存在する。さて

nX
λ=1

ϕλj ∂λ

とおくとベクトル値 (0, 1)形式で、これは大域的に定義されている。実際、座

標変換を

ζαj (z, t) = f
α
jk(ζk(z, t), t)

とすると

∂̄ζαj (z, t) =
nX

β=1

∂ζαj

∂ζβk
∂̄ζβk (z, t)

が成り立つ。従って、

nX
λ=1

ϕλj ∂λζ
α(z, t) ==

nX
λ=1

ϕλk∂λζ
α(z, t)

ϕ(t) = ϕ(z, t) =

nX
λ=1

ϕλ(z, t)∂λ

とおくと

(∂̄ − ϕ(t))f = 0

が f がXt 上正則ということと同値である。この場合

(∂̄ − ϕ(t))2 = 0
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は明らかである。この条件は

∂̄ϕλ(t) =

nX
μ=1

ϕμ(t) ∧ ∂ϕλ(t)

と書ける。この条件をきれいに書くためにポアソン積

[ϕ,ψ] =

nX
λ=1

nX
μ=1

(ϕμ ∧ ∂μψλ − (−1)pqψμ ∧ ∂μϕλ)∂λ

を使うと

∂̄ϕ(t) =
1

2
[ϕ(t),ϕ(t)] (1)

が条件となる。逆に上の式が満たされれば、

(∂̄ − ϕ(t))2 = 0

が成り立つがこれは、概複素構造の積分可能条件であり、tが十分小さい場合

はX に複素構造が入る (Newlander-Nirenbergの定理）。

そこで方程式 1を解けば、逆にX0を含む複素解析族ができることが分かる。

倉西族の構成は以下のようにする。X0 をコンパクト複素多様体とし、TX

にエルミート計量 gを一つ固定する。このとき調和積分論により

H1(X,OX(TX)) ' H0,1(TX)

が成り立つここで H0,1(TX)は TX 値調和 (0, 1)形式の空間である。さて

β1, · · · ,βm

を H0,1(TX)の正規直交基底とする。このとき

ϕ|1 =
mX
i=1

βiti

とおく。

ϕ(t) =

∞X
μ=1

ϕ|μ

とおく。ここで ϕ|μ は H0,1(TX)値の t1, · · · , tm の μ次斉次式である。さて

μ次まで決まったとして

∂̄ϕ|μ =
1

2

μ−1X
ν=1

[ϕ|ν ,ϕ|μ−ν ] (2)

を解くことになる。今

H : H0(X0,A0,1(TX)) −→ H0,1(TX)
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を調和射影とすると

H(

μ−1X
ν=1

[ϕ|ν ,ϕ|μ−ν ]) = 0

が 2が解をもつための tの満たすべき条件である。この条件の下で、ノルム

が 小の解は

ϕ|μ := ∂̄∗G(
μ−1X
ν=1

[ϕ|ν ,ϕ|μ−ν ])

で与えられる。　ここで Gはグリーン作用素

G := ¤−1 : H0,1(TX)⊥ −→ H0,1(TX)⊥

である。

¤ = ∂̄∗∂̄ + ∂̄∂̄∗

このようにして ϕ(t)が形式的ベキ級数として定義され

∂̄ϕ(t) =
1

2
[ϕ(t),ϕ(t)]

がH [ϕ(t),ϕ(t)] = 0上で解かれる。

後は、解の評価を行なって、形式解の収束を証明すればよい。証明は優級

数の方法を用いる。

補題 17.1

B(t) =

∞X
ν=1

tν/ν2

とおくと

B(t)2 << 16B(t)

が成り立つ。 ここで<<は左辺の級数の係数の絶対値が右辺のそれより小さ

いことを指す。

証明

B(t)2 = (

∞X
ν=1

tν/ν2)(

∞X
μ=1

tν/μ2) =

∞X
ν=2

tν
X

λ+μ=ν

1

λ2ν2

で X
λ+μ=ν

1

λ2ν2
5 8

ν

2X 1

λ2
5 161ν2
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より従う。¤

A(t) =
b

16c

X cν(t1 + · · ·+ tm)ν
ν2

とおくと

A(t)2 <<
b

c
A(t)

が成り立つ。

k ϕ(t) kk,α<< A(t)

を示す。ここで k ϕ(t) kk+α はヘルダーノルムを表す（X0 にはエルミート計

量が定められているので、ノルムは確定する）。ヘルダーノルムというのは、

k 階までの偏微分のノルムと k 階微分の α ∈ (0, 1)ヘルダーノルムの和で定

義されるノルムである。今

ψμ =
1

2
[ϕ(t),ϕ(t)]μ

とおく。　右辺は μ次の係数を取るという意味である。このとき

ϕμ = ∂̄∗Gψμ

であるから

k ϕμ kk+α5 K1 k ψμ kk−1+α

が成り立つ (ここで Gは正則性を二階上げることを使った）。一方

k ψμ kk−1+α (t) 5 K2 k ϕμ(t) kk+α · k ϕμ(t) kk+α

なので

k ϕμ kk+α (t) << K1K2A(t)
2 <<

K1K2b

c
A(t)

となる。　従って漸化式とゴルディング不等式から

k ϕμ kk+α<< K1K2A(t)
2

を得る。　

定理 17.2 X0をコンパクト複素多様体とする。　このときH1(X0,OX0(TX0))

の原点の近傍 U と U の解析的部分集合 V が存在して、完備複素解析族

π : X −→ V

が存在する。　
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証明　完備性だけ証明すればよい。

f : X 0 −→ S

を複素解析族で O ∈ S のファイバー X 0
O が X0 と双正則同値であるとする。

　 S は多重円板∆d として一般性を失わない。　

ρO : TSO −→ H1(X 0
0,OX0

0
(TX 0

0)) ' H1(X0,OX0(TX0))

を考えると

φ : S −→ V

が 1ジェットレベル（つまり１次の無限小近傍）で構成できる。Oの μ− 1次
の無限小近傍まで構成できたとして、

φμ : S|μ −→ Vμ

を構成する。 これは帰納的にできる。　

上の族を倉西族という。　特にH2(X0,OX0(TX0)) = 0 であれば、倉西族の

底空間 V は H1(X0,OX0(TX0))の原点の近傍と一致する。　一次元複素多

様体について、そのドルボーコホモロジーは Hq(q = 2)で全て 0になった。

そのために次が得られる。

例 17.3 X をコンパクトリーマン面で種数 g = 2とすると、倉西族の底空間

は 3g − 3次元の複素多様体である。

倉西族にはX0 の複素解析的自己同型群 Aut(X0)が作用する。その作用で

V を割ったものが、モジュライ空間の断片と見なせるものである。

定理 17.4 種数２以上のコンパクトリーマン面の自己同型群は有限群である。

証明 C を種数２以上のコンパクトリーマン面であるとする。このとき、C の

普遍被覆は単位円板∆と複素解析的に同型であった。そこで g : C −→ C を

自己同型とすると、gは g̃ : ∆ −→ ∆に持ち上げることができる。このとき、

ベルグマン計量に関して g̃ は等長的である。即ち、g 自身が、ベルグマン計

量から誘導される C の計量に関して等長的である。したがって Aut(X)は点

列コンパクトで従ってコンパクトである。ところがコンパクト複素リー群は

トーラスであるから、リュービルの定理から Aut(X)は有限群である。　 ¤
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18 モジュライ空間

コンパクト複素多様体のモジュライ空間とは、全てのコンパクト複素多様

体の集合に、複素解析的同値による同値関係を入れたものである。

Iを射影空間 Pn上の連接イデアル層とする。このとき I(m) = I⊗OPn(m)
とおく。I に対応する Pn の解析的集合を V と書くと

0→ I(m)→ OPn(m)→ OX(m)→ 0

は完全列である。さて

0→ H0(Pn, I(m))→ H0(Pn,OPn(m))→ H0(Pn,OX(m))→ H1(Pn, I(m))→ · · ·

は完全列である。

V の　ヒルベルト多項式 (Hilbert polynomial)を

PV (m) := χ(V,OV (m))

で定義する。このときm >> 1ならばH1(Pn, I(m)) = 0であるからH0(Pn, I(m))
はH0(Pn,OPn(m))の余次元 P (m)の部分空間である。

従って I と自然数m　 >> 1に対して部分空間

H0(Pn, I(m)) ,→ H0(Pn,OPn(m))

を対応させることができる。この部分空間は

Gr(

Ã
m+ n+ 1

m

!
, P (m))

の点と同一視できる。

このようにして I はグラスマン多様体の中の部分空間を描くことになる。

ヒルベルト多項式 P を固定した時、十分大きなmを固定して

HilbPn(P (m))

でヒルベルト多項式 P (m)を持つ Pn の連接イデアル層の全体を表す。　こ

のとき次の定理が成り立つ。

定理 18.1 HilbPn(P (m))は十分大きなmに対して

HilbPn(P (m)) ,→ Gr(

Ã
m+ n+ 1

m

!
, P (m))

は埋め込みになる。　さらに像は連結である。

このように HilbPn(P (m))は射影的スキームとして実現できる。　
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定義 18.2 HilbPn(P (m))をヒルベルト多項式 P に対する Pn のヒルベルトス

キームという。

このようにヒルベルトスキームは、OPn の連接的イデアル層をパラメトラ

イズする空間である。

今 X ⊂ Pn を射影代数多様体とすると、X のイデアル層、即ち X で 0と

なる正則関数の芽の層は OPn の連接的イデアル層であり、X は HilbPn の点

を与えることがわかる。　この点を X のヒルベルト点 (Hilbert point)と

呼ぶ。

代数的なモジュライ空間の構成において次の定理は基本的である。

定理 18.3 （松阪の定理）P を一変数多項式とする。次のような滑らかな偏

極代数多様体の全体の集合を考える。

{(X,L) | χ(X,OX(mL)) = P (m)}

とおく。　このとき P のみによる定数 mP が存在して、すべての m = mP

に対してmLは非常に豊富 (very ample)になる。

19 Weil-Peterrsson計量

f : X −→ S をコンパクトリーマン面の複素解析族とする。このとき S に

計量を導入することを考える。

ρ : TS −→ R1f∗OX(TX/S)

を小平-スペンサー写像とする。今、Xs(s ∈ S)には定曲率 −1のエルミート

計量 gs を与えておく。この存在と一意性は既に証明した。今、調和積分論に

より、同型

H1(Xs,OXs
(TXs)) ' H0,1(TXs)

が決まる。　ここでH0,1(TXs)は計量 gsに関する TXsに値を持つ調和 (0, 1)

形式の空間である。

さてH0,1(TXs)には gs から自然に定義されるエルミート内積 ( , )が定義

される。このようにして局所自由層

R1f∗OX(TX/S)

にエルミート計量が決まる。　従ってこの計量を ρ により引き戻すことで、

TS にも（退化しているかもしれない）エルミート形式が定まる。　これを

　Weil-Petersson 計量と呼び gWP で表す。

特に f : X −→ S が倉西族であれば、この内積は S の各点で非退化であり

S のエルミート計量を与えている。
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今、リーマン面の普遍族（タイヒミューラー空間）を

T := {(C, [f ]) | f : C −→ C0}

と置く。　ここで

(C, [f ]) ∼ (C 0, [f 0])

は C,C 0 はある双正則写像

ϕ : C −→ C 0

により解析的に同値、かつ f と f 0 ◦ ϕはイソトピックのとき同値であると定

める。

Tg はH1(C0, TC0)内の有界領域として実現される (Bersの定理）。これは

次のように観察される。

h : C −→ C 0

を２つのコンパクトリーマン面の間の可微分同相とするとき、

φh = ∂̄h/∂h

をベルトラミ微分 (Beltrami differential)と呼ぶ。ベルトラミ微分は hの

等角写像からの距離を表している。

今、C 0 の局所座標を w,C の局所座標を zとして w = h(z)と書けていると

すると、

φh =
dw/dz̄

dw/dz

である。　また

Jac(h) =| dw
dz

|2 − | dz
dw̄

|2

が成り立つので、hが向きを保つのであれば

| φh |< 1

が成り立つ。| φh |を hの歪曲率 (delatation)と呼ぶ。

C0 を種数 gのリーマン面とし、C0 を中心とする倉西族

f : C −→ S

をとる。　原点 Oのファイバーが C0 であるとすると、この族は構成から自

然な可微分自明化

Φ : C0 × S −→ C
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をもつ。このとき向きを保つ可微分同相写像

hs : C0 −→ Cs(s ∈ S)

が Φによって引き起こされる。

hs の歪曲率を μ(s)とすると、μs < 1となるが、μs < 1なる点を中心とし

た倉西族を接続できるので、S は丁度 μs < 1となる C3g−3 の有界領域とし

て実現できる。　これがタイヒミュラー空間 Tg の解析的な実現である。

今Mgを種数 gのリーマン面の写像類群とする。　即ち、MgはDiff(C0)/Diff
0(C0)

である。ここで Diff(C0)は C0 の可微分自己同型の全体の群で Diff0(C0)は、

その単位元の連結成分である。

今、Weil-Petersson計量 gWP が Tg 上にエルミート計量を定義し、明らか

にMg は、等距自己同型として、Tg に作用する。

この商空間 Tg/Mg がコンパクトリーマン面のモジュライ空間である

20 Berndtssonの定理

定理 20.1 (Berndtsson) Dを Cnz × Ckw の擬凸領域とする。このとき Dw =

D∩Cnz ×{w}のベルグマン核 (の対角部分）をK(z, w)とすると、logK(z, w)

はD上多重劣調和関数である。¤

定理 20.2 (Berndtsson) Ωを Cnz の有界領域で、U を Ckt の領域とする。φ

を Ω̄× U の近傍で滑らかな多重劣調和関数とする。A2(Ω)× {t}にエルミー

ト計量

ht(f, g) =

Z
Ω

f(z) · ¯g(z)dμ(z)

を入れる。　これにより自明なヒルベルト束A2(Ω)×U にエルミート計量が

入る。

このとき Θh は中野半正である。¤

これら定理から次の定理が証明される。

定理 20.3 f : X −→ S を滑らかな射影的射とする。(L, h)を曲率が半正の

エルミート直線束とする。このとき S 上の局所自由層

E = Rqf∗OX(KX/S + L)

は全ての q = 0に対して、中野半正になる。¤

定理 20.4 f : X −→ Sを滑らかな射影的射とする。このとき f∗OX(mKX/S)

は中野半正の連続なエルミート計量を持つ。¤
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20.1 Griffithの公式

X を複素多様体、(E, h)をX 上のエルミート正則ベクトル束とする。F を

E の正則部分ベクトル束とする。DE を E のエルミート接続とする。

π : E −→ F

を直交射影とする。

ΘE =
X

Θjk̄dtj ∧ dt̄k

とおくと、ΘE = (DE)2 であるから。

Θjk̄ = [Dtj , ∂̄tk ]

で与えられる。

σ を F の C∞ 切断とする。

DFσ = π(DEσ)

とおくと、σ, τ ∈ C∞(X,F )に対して、

dh(σ, τ )− h(DEσ, τ )− h(σ, DEτ)

で

h(DEσ, τ) = h(DFσ, τ ), h(σ, DEτ) = h(σ, DF τ )

であるからDF は h | F に関するエルミート接続である。今

DEσ = DFσ + π⊥D
Eσ

とおく。

∂̄tj (πσ) = (∂̄π)σ + π(∂̄tjσ)

ΘFjk̄σ = [DF
tj , ∂̄tk ]

= [πDE
tj , ∂̄tk ]

= πΘEjk̄ + (∂̄tkπ)D
E
tjσ

を得る。また σ が F の切断なら

(∂̄π)σ = 0

である。従って

(∂̄π)DEσ = (∂̄)π⊥D
Eσ
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が成り立つ。　 π · π⊥ = 0であるから、

(∂̄π)π⊥D
Eσ = −π∂̄(π⊥DFσ)

が成り立つ。そこで σ, τ が F の切断の場合

h((∂̄tkπ)D
E
tjσ, τ ) = −h(∂̄tk(π⊥DE

tjσ), τ)

= h((π⊥D
E
tjσ), D

E
tk
τ ) = h((π⊥D

E
tjσ),π⊥(D

E
tk
τ))

を得る。従って、以上から

h(ΘEjk̄σ, τ) = h(π⊥(D
Eσ),π⊥(D

Eτ )) + h(ΘFjk̄σ, τ)

を得る。　 この公式をGriffithの公式と呼ぶ。

20.2 Berndtssonの定理の証明

Ωを Cnz の有界領域で、U を Ckt の領域とする。φを Ω̄× U の近傍で滑ら

かな多重劣調和関数とする。A2(Ω)× {t}にエルミート計量

ht(f, g) =

Z
Ω

f(z) · ¯g(z)e−φtdμ(z)

を入れる。　これにより自明なヒルベルト束A2(Ω)×U にエルミート計量が

入る。

このとき F := A2(Ω)× U は E := L2(Ω) × U の正則部分束である。つま

り包含写像

A2(Ω, e−φt) ⊂ L2(Ω, e−φt)

により部分束と見なすことができる。この場合

DE
tj = ∂tj − φj

φj = ∂tjφt

となる。　従って

ΘEjk̄ = φjk̄

となる。　　中野半正値性を示すにはX
(ΘFjk̄uj , uk)
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を下から評価すればよい。Griffithの公式から、このためにはX
(π⊥(φjuj),π⊥(φkuk) =k π⊥(

X
φjuj) k2

を上から評価すればよい。

w = π⊥(
X

φjuj)

とおくとき

∂̄w =
X

ujφjλdz̄λ

が成り立つ。　さらに wはA2(Ω)に直交しているので、この方程式の 小解

である。

小解の大きさは、L2 評価式で評価することができる。これからZ
Ω

| w |2 e−φt 5
Z
Ω

X
φλμφjλuj ¯φkμuke

−φt

を得られる。X
(ΘFjk̄σj ,σk) =

Z
Ω

(φjk −
X
λμ

φλμφjλφkμ)uj ūke
−φt

Djk = (φjk̄ −
X
λμ

φλμ̄φjλφkμ)

が各点で正定値であることが言えればよい。これは正定値エルミート行列の

性質から分かる。u− (1, 0, · · · , 0)としてよい。　このとき

Φ =
√
−1∂∂̄φ

とおく。

Φ = Φ11 +
√
−1α ∧ dt̄1 +

√
−1dt1 ∧ ᾱ+ Φ0

ここで αは z に関して (1, 0)型、Φ0 は z に関して (1, 1)型である。　

Φm+1/(m+ 1)! = Φ11 ∧ Φ0m −
√
−1α ∧ ᾱ ∧ Φ 0m−1 ∧

√
−1dt1 ∧ dt̄1

である。　両辺の係数を比較すれば、所用の結果を得る。

20.3 Weil-Petersson計量の曲率

定理 20.5 f : X −→ S を種数 2以上の代数曲線の有効にパラメトライズさ

れた複素解析族とする。このとき S 上のWeil-Petersson計量 gWP は非退化

エルミート計量で、その曲率は双対中野負である。　
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f̃ : X̃ −→ S を普遍被覆の族とする。　 Bersの同時一意化定理により、X̃

は C× S の擬凸領域である。従って、Berndtssonの定理により、X̃s のベル

グマン核の族K(z, s)は

√
−1∂∂̄ logK(z, s) > 0

を満たす。

h̃ = 1/K

とおくとKX̃/S の正曲率エルミート計量である。

この計量は基本群の作用で不変なので KX/S の計量 hを定める。Θh は正

値である。

次に今度は 2KX/S に定理を適用すると

f∗OX(2KX/S)

は中野正である。Serreの双対定理により、Weil-Petersson計量の曲率は双対

中野負である。¤

20.4 負曲率と双曲性

Mg を種数 gの滑らかな代数曲線のモジュライ空間とする。このとき

Mg = Tg/Γg

と書けるが、

π : X −→ Tg

を普遍族とすると、TTg はWeil-Petersson計量を持ち、これは上の結果から

真に負曲率である。

Θ : End(TTg)⊗ ∧1,1

を曲率テンソルとする。このとき

Ric = Trace Θ

をRicciテンソルという。これは、Chern-Weil準同型により、直線束 detTTg
の曲率テンソルである。

従って、K を T の標準束とすると、正の直線束である。

定理 20.6 (Yauの Schwarz補題）(M, g)を完備ケーラー多様体。　 (N, h)

を（完備とは限らない)エルミート多様体で、正数 A,B が存在して

Ricg = −Ag
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かつ

Θh の正則双断面曲率 5 −B

とする。このとき任意の正則写像

f : X −→ Y

について

f∗h 5 A

B
g

が成り立つ。　

　証明　エルミート多様体Mmのローカルユニタリフレームを {e1, · · · , em},
θ1, · · · , θm をコフレームとする。

dS2M =
mX
i=1

θiθ̄i

dθi =

mX
j=1

θj ∧ θij +Θi

θij + θ̄ji = 0

が成り立つ (エルミート接続の性質）。

Θi =
1

2

mX
jk=1

Tijkθi ∧ θk

をトーションという。

Θij = dθij +
X
k

θik ∧ θkj

が曲率テンソルである。

Θij = −Θji =
1

2

X
Rijklθk ∧ θ̄l

Rijkl = Rjilk

が成り立つ。　

ξ = ξiei, η =
X

ηiei
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に対して P
ijklRijklξ̄iξj η̄kηl

k ξ k2 · k η k2

を正則双断面曲率という。

Nn を別のエルミート多様体 ωα をコフレーム Sαβγδ を曲率テンソルとす

ると

f :M −→ N

を正則写像として、

f∗ωα =
X

aαiθi

と書ける。　

u =
X

aαiaαi

とおくと

f∗dS2N 5 u · dS2M

が成り立つ。このとき Chern-Luの公式

∆u =
X
ij

Rjiaαiaαj −
X
ik

X
αβγδ

āαiaβiāγkaδkSαβγδ

が成り立つ。

c > 0を任意にとって

∆
1√
u+ c

=
−∆u

2(u+ c)3/2
+

3

(u+ c)5/2

X
| ui |2

よって

∆(
1√
u+ c

) 5 3

(u+ c)5/2

X
| ui |2 −

1

2(u+ c)3/2

×[
X
ij

Rjiaαiaαj −
X
ik

X
αβγδ

āαiaβiāγkaδkSαβγδ]

が成り立つ。このとき 大値原理から

1

4(u+ c)3

X
| ui |2< ε
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∆
1√
u+ c

> −ε

1√
u+ c

< inf
1√
u+ c

+ ε

となる点がある。

−1
2(u+ c)2

[
X
ij

Rjiaαiaαj −
X
ik

X
αβγδ

āαiaβiāγkaδkSαβγδ] = −ε(inf
1√
u+ c

+ ε)− 12ε

となる。K1 をM のリッチ曲率の下限、K2 を正則双断面曲率の上限とすると

−u
(u+ c)2

K1 +
u2

(u+ c)2
K2 = −2ε(inf

1√
u+ c

+ ε)− 24ε

となる。従って ε→ 0として

supu 5 K1

K2

が成り立つ。　 ¤
X を解析空間とする。　 (∆,ωP )をポアンカレ計量を入れた単位円板とす

る。x, x0 ∈ X に関して、点列 x = x0, x1, · · · , xm = x0 と正則写像

fi : ∆ −→ X(1 5 i 5 m)

と zi, wi ∈ ∆で

f(zi) = xi−1, f(wi) = xi

となるものをとり

mX
i=1

dP (zi, wi)

を考える。　これらの点列、正則写像を動かしたときの
Pm

i=1 dP (zi, wi)の下

限を

dX(x, x
0) = inf

mX
i=1

dP (zi, wi)

で表し、これを x, x0 の小林擬距離 (Kobayashi pseudodistance) という。

定義により、任意の正則写像

f : X −→ Y

に対して

dX(P,Q) = dY (f(P ), f(Q))

が成り立つ。　
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定義 20.7 解析空間Xが小林双曲的 (Kobayashi hyperbolic)であるとは、

小林擬距離が距離になることである。

f : S −→Mg

が許容写像 (admissible morphism)であるとは、ある種数 gの曲線族

π : X −→ S

が存在し、f(s) = [π−1(s)]が全ての s ∈ S について成り立つことである。

定義 20.8 Mg が V 双曲的とは、許容正則写像 f : ∆ −→Mg の族に関する

小林擬距離が距離であることである。

この定理 20.6から次のことが分かる。

定理 20.9 Mg は V -小林双曲的である。

実際、定理 20.6により、dMg
はWeil-Petersson距離の正定数倍より大きい。

系 20.10

f : X −→ S

を種数 g = 2の代数曲線を一般ファイバーに持つ、完備代数曲線 S 上の代数

的ファイバー空間とする。Sの種数を g(S)、特異ファイバーの本数を pとお

くと、

2g(S)− 2 + p > 0

が成り立つ。　

20.5 調和写像とシャファレビッチの予想

定理 20.11 S を穴あきリーマン面とする。　このとき S 上の種数 g の代数

曲線の複素解析族は有限個しかない。

証明には調和写像の理論を用いる。

21 余接束のZariski分解
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